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Resumo

Neste trabalho, avaliam-se alguns modelos de analise de propagagdo de
trincas em estruturas planas e axissimétricas pelo Método dos Elementos Finitos
(MEF). Os parametros da Mecéanica da Fratura obtidos para avaliar a instabilidade da
trinca sdo: o fator de intensidade de tensdo K, a integral J e a taxa de dissipagdo de
energia na trinca G. Na Mecénica da Fratura Elasto-Plastica (MFEP) obtém-se este
ultimo parametro através do Método Implicito da Extensdo Virtual da Trinca
(MIEVT). Através de aplicagdes, faz-se um estudo comparativo entre os parametros
em questdo.
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I. INTRODUCAO

Atualmente, a selegdo de materiais empregados na engenharia na
obtengdo de sistemas estruturais ndo € realizada apenas em fungd@o dos niveis de
tensdes, mas também para tolerar defeitos decorrentes de fratura.

Desta forma, quando se analisa uma estrutura sujeita a trincas, €
importante a determinagdo de parametros que possam monitorar o comportamento
destas. Na Mecanica da Fratura Linear Elastica (MFLE), um dos principais parametros
¢ o fator de intensidade de tensdo K, que ¢ uma grandeza utilizada para quantificar o
nivel de tensdio na ponta da trinca e depende basicamente do carregamento e da
geometria. Outros importantes parametros da MFLE sdo: a integral J e a taxa de
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liberagdo de energia potencial G. Através destes é possivel obter-se o fator de
intensidade de tensdo K utilizando-se relagdes desenvolvidas por Irwin [1].

A determinagdo de K de forma analitica s6 é viavel em algumas
situagdes. Com a diversidade e complexidade de geometria e carregamento
apresentadas na maioria dos problemas praticos tornou-se necessaria a utilizagdo de
métodos numeéricos, dentre os quais o Método dos Elementos Finitos tem sido o mais
utilizado para este fim.

A integral e a taxa de liberagdo de energia potencial G sdo também
utilizados na Mecanica da Fratura Elasto-Plastica (MFEP). Para a determinagdo deste
ultimo parametro ¢ utilizado o Método Implicito da Extensdo Virtual da Trinca

(MIEVT).

1. METODOS NUMERICOS APLICADOS A MFLE

II.1 INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, o método dos elementos finitos tornou-se uma
técnica numérica bastante utilizada na solugdo de problemas da mecénica da fratura,
principalmente quando a obtengdo da solugdo analitica do referido problema tornava-
se impraticavel. Alguns métodos téem sido empregados (Owen e Fawkes [2]), direta
ou indiretamente, na obtengdo do fator de intensidade de tensdo K. Este podem ser
divididos basicamente em trés grupos:

-Método da extrapolagdo de deslocamentos

-Métodos energéticos (Método da taxa de energia de deformagdo
liberada e Método da extensio virtual da trinca)

-Método da integral J
Estudos iniciais envolvendo o uso do método dos elementos finitos em

Mecanica da Fratura empregaram elementos convencionais de tensdo constante e
notou-se a necessidade de malhas extremamente refinadas na vizinhanga da ponta da
trinca com o objetivo de representar, com uma precisao satisfatoria, a singularidade
dos campos de tensdo e deformagdo na referida regido.

O desenvolvimento de elementos de alta ordem, tal como os elementos
isoparamétricos, permitiu que a mesma ordem de precisdo fosse obtida com malhas
menos refinadas. Com o objetivo de melhorar a representagdo dos campos de tensdo
e deformagdo na ponta da trinca, foram criados alguns elementos especiais para serem
utilizados nessas regides. Porém, com o aparecimento dos elementos quarter-point,
desenvolvidos por Henshell e Shaw [3], tornou-se desnecessaria a utilizagdo dos
elementos especiais acima citados.

11.2 - METODO DE EXTRAPOLACAO DE DESLOCAMENTO

Com o auxilio da teoria da elasticidade e de fung¢des de tensdes com
variavels complexas, € possivel estabelecer o campo de tensdes e deslocamentos na
vizinhanga da ponta da trinca. A partir desta equagdes pode-se obter as seguintes
expressdes que relacionam os fatores de intensidade de tensdo e deslocamentos:
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Obtendo-se os deslocamentos u# e v, via analise em elementos finitos, e
substituindo-se esses valores nas expressoes acima. pode-se calcular os valores de K;
e K para diversos pontos nodais variando-se », para um determinado valor de 6.
Elaborando-se um grafico de K; ou K; versus r, descartando-se os resultados
relativos a pontos proximos a ponta da trinca e extrapolando-se a solugdo para » — 0,
encontra-se o valor aproximado do fator de intensidade de tensdo desejado, como

mostrado na Figura 1. Para este tipo de analise pode-se utilizar. na ponta da trinca.
elementos convencionais ou elementos guarter-point.

I1.3 - METODO DA TAXA DE ENERGIA DE DEFORMACAO LIBERADA

Considera-se uma trinca de comprimento «, aumentando-se este
comprimento com um incremento Sa causa-se uma liberagdo de energia de
deformagdo 3U. Como ja definido anteriormente, a taxa de energia de deformagao
liberada (G) ¢ dada pela razao entre 8U e 8a, ou seja, G = U / da.

A obtengao de G, em termos praticos, da-se através de duas analises via
elementos finitos para dois comprimentos de trinca que diferem de &a. Para cada
configuragdo é calculada a energia de deformagdo correspondente através da seguinte
expressao:

U=u'Ku (3)
onde u € o vetor global de deslocamentos e K a matriz de rigidez global. Sabendo-se
que o produto Ku representa o vetor global de cargas aplicadas f. pode-se representar
a equagao (3) da seguinte forma:

U=u'f 4)

Obtida a energia de deformagdo para cada configuragdo de comprimento
de trinca, pode-se calcular facilmente U pela diferenga entre as energias em cada
configuragdo. Desta forma torna-se possivel a obtengdo de G, e utilizando-se as

equagdes de Irwin, que relaciona G com K, obtém-se os fatores de intensidade de
tensdo.

1.4 - METODO DA EXTENSAO VIRTUAL DA TRINCA

Parks [4] e Hellen [5]. na década de 70, propuseram uma variante do
método da taxa de energia de deformagdo liberada, o método da extensdo virtual da
trinca.

Considera-se um pequeno incremento virtual Ag no comprimento da
trinca, sem variagdo na carga externa. A energia potencial total € expressa por:
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Variando [T em relagdo a carga constante, obtém-se:

oIl :%u' SKu+du Ku-6u' f—u' of (6)

mas sabe-se que K u = f, entdo

. 1 s s
ST =—u' 6K u—u' &f (7)
Considerando que o carregamento ¢ devido a forgas aplicadas fora dos
elementos da ponta da trinca, o vetor &f ¢ nulo, assim o segundo termo da expressdo

acima desaparece. passando SI1 ser expresso por:

ST=Lu 6K ®)
Portanto,
o dn 1 ek
G=- d;:—gu“L z."-aJ“ 9)

A matriz de variagdo de rigidez SK ¢ nula para todos os elementos que
nao contém a ponta da trinca, desde que apenas ha mudanga de geometria na ponta
da trinca. Portanto 0K recebe apenas contribuigdes dos elementos que contém a
mesma. Desta forma. conhecido o vetor u e montando-se a matriz total SK, pode-se
calcular G no final de uma analise simples. Este procedimento torna-se mais
economico que utilizar duas analises em elementos finitos para duas configuragdes
distintas de comprimento de trinca, onde G ¢ calculado pela razdo entre a diferenga de
energia de deformagdo liberada para cada uma das configuragdes e o incremento dado
no comprimento de trinca.

Vale salientar que cuidados devem ser tomados na escolha do
incremento de comprimento de trinca a fim de se evitar perda de precisdo na obtengdo
do parametro G.

I1.5 - METODO DA INTEGRAL J

A integral J é um parametro da mecanica da fratura que pode ser
calculado a partir da seguinte expressao:

I= I[Ud_y o ds) (10)
e X
onde
U = energia de deformagdo por unidade de volume

t, = vetor de tragdo normal e exterior ao contorno
t; =0y nj (11)



u, = vetor de deslocamento
ds = elemento do contorno I
I = contorno fechado

Desde que a integral J ¢ independente do caminho adotado, este pode ser
convenientemente escolhido de tal maneira que coincida com a linha

&=¢£, =constante , como mostrado na Figura 2. Desenvolvendo-se a expressdo (10)
obtém-se, para estado plano, a seguinte expressdo:
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onde

e para estado axissimétrico
1
B33 = E[Gn - V(Gll +022 )]

Pode-se notar que calculadas as tensdes e deformagdes, por um programa
padrio de elementos finitos, facilmente obtém-se a integral J. Normalmente calcula-se
J para distintos caminhos e posteriormente toma-se seu valor médio.



1II. METODOS NUMERICOS APLICADOS A MFEP

111.1 INTRODUCAO

Na Mecanica da Fratura Elasto-Plastica (MFEP), a utilizagdo de K perde
o sentido devido & zona plastica formada na ponta da trinca e, neste caso, sdo
utilizados outros parametros no monitoramento da trinca, tais como: o COD ( Crack
Openning Displacement), que é o deslocamento plastico medido na ponta da trinca, a
integral J e G, anteriormente citados. Valores criticos para esses parametros sdo
obtidos experimentalmente para cada tipo de material.

Para Mecanica da Fratura Nao-linear, o principal caso de interesse ¢ para
materiais elasto-plasticos. A obtengdo de G pelo método da extensdo virtual da trinca
requer a realizagdo de duas analises para dois comprimentos de trinca que diferem de
Aa. Neste caso a obtengdo de G torna-se onerosa, principalmente quando requer uma
analise ndo-linear. Um novo procedimento para este método foi apresentado, o Método
Implicito da Extensdo Virtual da Trinca (MIEVT), que possibilita a obtengdo de G
com apenas uma analise. Isto é conseguido através de uma minimizagdo direta da
energia potencial.

O Método da Extensdo Virtual da Trinca (MEVT) usando a minimizagao
direta de energia foi usada por Haber e Koh [6] para modos mistos da MFLE, e por
Sussman e Bathe [7] também para MFLE. Ambos utilizaram elementos
bidimensionais. Hellen [8] extendeu esta aproximagdo basica a materiais com
comportamento elasto-plastico incremental, com a hipdtese requerida de resposta ndo-
linear elastica, com carregamento monotonicamente crescente e com tipos arbitrarios
de elementos na ponta da trinca, incluindo formulagdes especiais de singularidade.
Esta também cobre o caso tridimensional.

II.2 INTEGRAL J NA MFEP

A integral J, como anteriormente mostrada, ¢ definida pela equagdo (10).

Tomando-se um carregamento monotdnico, torna-se valida a
aproximagdo de identificar o comportamento elastico ndo-linear com o comportamento
plastico. Desta forma torna-se possivel a utilizagdo de um programa comum de
elementos finitos que efetua analise ndo-linear de estruturas em regime elasto-plastico,
como mostrado em Owen e Fawkes [2], para obteng@o do pardmetro integral J.

Para aplicagdes elasto-plasticas, a densidade de energia de deformagéo U
pode ser decomposta em duas parcelas, umna elastica e outra plastica, ou seja:

U=Ug+U, (14)
sendo U/, definido por:
1
Ug=3 0, (), (15)

(e,l)a_ = componente elastica de deformagéo



A parcela plastica U, € definida por:

U, =[5 dz, (16)
onde
o = tensdo efetiva
£, = deformagdo plastica efetiva

O valor de U, ¢€ obtido acumulando-se contribuigdes de incrementos de
trabalho © dé, ao longo do caminho de deformagdes. Como a tensdo efetiva o e o
incremento de deformag#io plastica d&, sdo avaliados durante cada incremento de
carga no programa de analise elasto-plastica utilizado, o calculo de U/, torma-se uma
operagdo trivial.

- Efetua-se analise n#o-linear de estruturas planas ou sOlidos
axissimétricos em regime elasto-plastico, utilizando-se para discretizagdo espacial o
método dos elementos finitos com uma formulagdo baseada em deslocamentos, com
elementos bi-dimensionais " isoparamétricos de oito nos com fun¢des da familia
Serendipity. '

A analise ¢é feita de forma incremental, com a possibilidade de utilizagdo
dos algoritmos: "initial stress approach”, Newton-Raphson e Newton-Raphson
Modificado. O critério elasto-plastico pode ser descrito pelos critérios de Von-Mises
ou Tresca.

Para problemas planos, a parcela elastica da densidade de energia de
deformagdo pode ser escrita como:

Ug :%[Un(en)s +20,(6)s + 05 (65)e ] oA

e para problemas axissimétricos,
‘ 1
Ug = E[Un (1) +20,(82)e + 05, (83)e + 055 (633) ] (18)

" Desta forma as equagdes (11) e (12) apresentar-se-do, respectivamente,
da seguinte forma:
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onde

(&) = é[onl - V(on to, )]
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(€,); = %L)Gn

e para solido axissimétrico,
1
(€n)e = 'E_-[GJJ - V(GII +O0n )]

111.3 METODO IMPLICITO DA EXTENSAO VIRTUAL DA TRINCA

A taxa de dissipagdo de energia na trinca, denominada G, é outro
pardmetro bastante utilizado na Mecdnica da Fratura. Para seu calculo tem-se usado
uma técnica de carater numérico, o Método da Extensdo Virtual da Trinca, que utiliza
o Método dos Elementos Finitos como ferramenta. Esta tem-se mostrado bastante
eficiente e precisa na resolugdo de problemas em regime linear-elastico.

Para obtengdo de G o referido método requer a realizagdo de duas
analises por elementos finitos para dois comprimentos de trinca que diferem de Ag,
onde G e dado por:

Glewt g o ' (1)

Vale ainda salientar que alguns cuidados devem ser tomados na escolha
de Aa para que ndo haja perda de precisdo na obtengdo do parametro G.

Com o objetivo de avaliar G em uma unica etapa e sem perda de
precisdo, um novo procedimento para o Método da Extensdo Virtual da Trinca foi
apresentado por Hellen [8], o Método Implicito da Extensdo Virtual da Trinca
(MIEVT). Este procedimento utiliza uma minimizag¢do direta de energia potencial, que
€ componente essencial na teoria dos elementos finitos em analise de tensdes.

Usualmente, a energia potencial I'T é minimizada em relagdo aos graus de
liberdade de deslocamento, porém como [T pode ser expressa como uma fun¢do de
outras variaveis, pode-se entfio minimizar I'1, por exemplo, em relagdo ao comprimento
da trinca.



A energia potencial total ¢ dada por:
N=W-uF (22)
J

onde
F = vetor de forgas
u = vetor de deslocamentos

W, = energia de deformagdo acumulada em cada ponto ;
W= AW, oV, 23)

onde AV, ¢ o volume representado pelo ponto j, e i indica acumulagdo sobre a histéria
do carregamento.

Como W, =W, (u,x) é uma fungéo dos deslocamentos e da geometria, a
primeira variagdo da energia potencial total é dada por:

oIl on
oll=6u'"—+6x'"— 24
" Ju il ox (24)
ou
[<ow, ] [<OW, oF ]
6I1=8u LZE——FJ+5x[]"5;-—"5—;uJ (25)

. O primeiro termo da equagdo (25) € nulo, ou devido a S u’ ser zero nos
nés com graus de liberdade restritos ou devido ao termo entre cochetes ser nulo por
causa do equilibrio. Desta forma, tem-se:

[—8W &F |
5 =5 x' Lza—;_{;uj (26)

Para extensdes na vizinhanga da ponta da trinca & F é invariavelmente
nulo, portanto o segundo termo pode ser ignorado. Considera-se que ndo haja variagdo
em F, obtém-se:

ST W,

da ' da
Este somatorio afeta apenas os elementos da ponta da trinca, pois nos demais W /Jda
é zero.

27

Utilizando-se transformagdes, similares as utilizadas na teoria de
elemento isoparamétrico, do espago real V para o espago adimensional V,, tem-se para
qualquer x:

—hl+w
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onde
|/| = determinante da matriz de transformagdo jacobiana [J]

¢ para materiais homogéneos linear ou ndo-linear elastico,

W _OW ey _ . Oty 29)
x Jg, x R
Assumindo-se que o grau de liberdade a ser perturbado em IT seja x] , a
i-ésima componente do no », entdo:

é
_EF i 12V BV (30)
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IV. EXEMPLOS
IV.1 CHAPA TRACIONADA

Apresenta-se este exemplo com o objetivo de comparar os resultados
obtidos utilizando-se os métodos da MFLE, apresentados neste trabalho, na obtengdo
do fator de intensidade de tensdes K. Analisa-se uma chapa tracionada em suas
extremidades com uma trinca central de comprimento 2a (Figura 3). Esta chapa esta
sujeita a0 modo I de trincamento. As caracteristicas fisicas e geométricas da chapa
sdo:

comprimento da chapa: L = 500 mm
largura da chapa: 2W = 200 mm
comprimento da trinca: 2a = 80 mm
espessura da chapa: t = 1 mm

modulo de elasticidade: E = 10000 N/mm2
coeficiente de Poisson: v =0.3
carregamento de tragdo: ¢ = 100 N/mm?2

Utilizando-se da simetria da geometiia e do carregamento, discretiza-se
apenas um quarto da chapa. A malha de discretizagdo apresenta-se na Figura 4.

O valor tedrico mostrado na Tabela 1 foi obtido utilizando uma
expressdo apresentada por Rooke [9] , definida por:

_[1-05(a’b)+0326(a/b)’
. ‘{ Ji-(a/b) ] s @2)

Usando-se a Equagdo (1) obtém-se os graficos K, x r apresentados na
Figura 5, para @ =180°, utilizando elementos convencionais e elementos quarter-point
na ponta da trinca. Utilizando-se os resultados mostados na Figura 5 extrapolam-se
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retas para obtengdo do valor de K, em r=0. Vale salientar que os dois pontos mais
proximos do eixo vertical ndo sdo considerados na extrapolagdo das retas. Os valores
extrapolados para r = 0 sdo mostrados na Tabela 1.

Em relagdo ao método da taxa de energia de deformagido armazenada,
foram adotados dois diferentes incrementos no comprimento de trinca para obtengdo
de K, . Utilizando esses resultados e extrapolando-se por uma reta, obtém-se o valor de
K, para o tamanho original do comprimento de trinca (Figura 6), este apresenta-se na
Tabela 1.

Para obtengdo de X, através do método da extensfio virtual de trinca,
adotou-se um incremento de trinca Sa = 0.001 na diregdo x.

Para o calculo da integral J, foram utilizados quatro diferentes caminhos
de integragdo, e adotou-se seu valor médio para a obtengdo de K, , apresentado na
Tabela 1.

IV.2 CORPO DE PROVA

Apresentam-se os resultados da analise do corpo de prova (C.P.)
mostrado na Figura 7, para qual calculou-se a integral J e G pelo MIEVT e
possibilitando-se assim uma posterior comparagdo de resultados obtidos através dos
distintos métodos. A carga total de 18 KN foi aplicada através de dez incrementos. A
curva tensdo-deformagdo do material ndo-linear ¢ mostrada na Figura 8. O coeficiente
de Poisson do material é igual a 0.33.

Devido a simetria de geometria e de carregamento, discretizou-se apenas
metade do C.P., com 50 elementos quadraticos de 8 nos, em estado plano de tensdo. A
malha de discretizagdo utilizada é mostrada na Figura 9.

Apresentam-se, na Figura 10 a variagdo da integral J e G em fungdo da
carga aplicada e , na Figura 11, em relagdo a metade do deslocamento medido entre os

pontos A e B da Figura 7 (&, /2). Através destas figuras nota-se uma boa

concordincia de resultados entre estes dois pardmetros, o mesmo ocorrendo quando
comparados com resultados experimentais mostrados em Bleackley [10].

1V.3 CILINDRO TRACIONADO

Analisa-se um cilindro tracionado em suas extremidades com uma trinca
localizada na face exterior de comprimento a, a uma distdncia L/2 das extremidades,
como mostrado na Figura 12. Devido a geometria da estrutura e ao seu carregamento,
pode-se considerar a mesma sob estado axissimétrico. As caracteristicas fisicas e
geométricas do cilindro sdo:

comprimento do cilindro: L = 500 mm
diametro do cilindro: D = 200 mm
comprimento da trinca: @ = 40 mm
coeficiente de Poisson: v =0.33

11



A tensio o total de 360N/mmZ foi aplicada em 15 incrementos.
Considerou-se a mesma curva tensdo-deformagdo utilizada pelo exemplo 2, ou seja, a
curva mostrada na Figura 8.

Apresenta-se na Figura 13 a variagdo da integral J e G em fungdo da
tensdo aplicada. Nota-se através desta uma boa concorddncia entre os dois

pardmetros analisados.
Apresentam-se na Figura 14 a malha de discretizagdo adotada. Vale

ainda salientar que devido a simetria da estrutura e carregamento discretizou-se
apenas metade do cilindro, em 35 elementos quadraticos de 8 nos.

V. CONCLUSOES

O trabalho aborda a aplicagdo do Método dos Elementos Finitos a
Mecanica da Fratura e este mostrou-se uma ferramenta bastante eficiente na
obten¢do de parimetros da MFLE e da MFEP, através dos diversos métodos
numéricos aqui apresentados.

Os elementos guarter-point na ponta da trinca s3o de facil utilizagdio e
apresentam bons resultados.

Os métodos aqui mostrados que necessitam de duas analise em
elementos finitos requerem um tempo computacional significativamente superior aos
que nessecitam de apenas uma andlise, pois o tempo requerido no calculo dos
parametros da Mecénica da Fratura ¢ insignificante quando comparado ao de uma
analise, isto torna-se cada vez mais acentuado a medida que cresce o nimero de
elementos da malha de discretizagdo.

Os resultados da taxa de dissipagdo de energia, G, obtidos pelo MIEVT
apresentaram-se bastante proximos aos da integral J, como pode ser visto nas Figuras
10 e 13. Vale salientar que o tempo envolvido na obtengdo dos pardmetros acima
citados € significativamente inferior ao tempo gasto para se conseguir o equilibrio
para cada incremento de carga numa analise ndo-linear.

O uso do MIEVT abre novos horizontes para o estudo da mecéanica da
fratura, pois elimina a necessidade de dupla analise, reduzindo significativamente o
tempo computacional requerido, e a possibilidade de perda de precisdo na obtengdo
de G utilizando-se a expressdo (21), quando feita uma ma escolha de Aa. Vale ainda
salientar como outra vantagem do MIEVT a posibilidade de obtengdo de G em analise

de trincas utilizando modelos tridimensionais.
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Figura 1 - Avaliagdo do Fator de Intesidade de Tensdo K por Extrapolagdo
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SEQUENCIA DA NUMERAGAO
DOS PONTOS DE GAUSS

Figura 2 - Caminho Adotado no Calculo da Integral J
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Figura 3 - Chapa Tracionada
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Figura 4 - Malha de Discretizagdo da Chapa Tracionada
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Integral-J & G (N.mm/mm2)
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Figura 12 - Cilindro Tracionado
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Figura 13 - Gréafico Integral J e G x Tensdo Aplicada o.
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Figura 14 - Malha de Discretizagdo do Cilindro Tracionado
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Tabela 1 - Fator de Intensidade de Tensdo K|

Métodos Elementos Elementos
convencionais quarter-point
M.E.D. 380.902 390.840
M.TEED.L. 385.333 ==
M.E.V.T. 386.581 397.045
M.LJ. 390.921 388.058
Teorico 398.987
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