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Resumo

Um novo modelo esta sendo proposto para simular a nucleagao e o crescimento de
graos durante a solidificagao bidimensional de ligas metalicas binarias. Este modelo,
chamado de CADE (“cellular automaton-deterministic”), utiliza a técnica do autémato
celular em conjunto com um modelo deterministico multifasico baseado em
equacdes macroscopicas de conservagcdo. A técnica do autbmato celular,
empregada pelos modelos estocasticos, € utilizada para simular a nucleagdo e o
crescimento de cada grao individualmente e prever o seu encontro com os graos
vizinhos. A previsdo destes parametros permite um calculo mais exato da fracdo de
graos e da concentragao de area de interface entre estes gréos e o liquido ao redor.
Os parametros obtidos pelo autébmato celular sao utilizados pelo modelo
deterministico, no qual um sistema de equacdes diferenciais é resolvido para se
determinar algumas variaveis de campo, a saber, a temperatura, a concentragao
média de soluto e a fragdo de sélido. Este novo modelo apresenta as vantagens da
previsdo da macroestrutura permitida pela técnica do autdbmato celular e o forte
acoplamento entre as equacdes do modelo deterministico. O CADE foi aplicado a
solidificacdo isotérmica de uma liga Al-Si e os seus resultados mostraram uma
excelente aderéncia aos resultados de um modelo deterministico publicado na
literatura quando a correcdo de Avrami € utilizada.
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HYBRID STOCHASTIC-DETERMINISTIC MODEL FOR THE MULTIPHASE
SOLIDIFICATION OF ALLOYS

Abstract
A new mathematical model to predict the formation of the grain structure during the two-
dimensional solidification of binary alloys is proposed. This model, which is called CADE
(cellular automaton-deterministic), combines the cellular automaton technique with a
deterministic multiphase model that is based on macroscopic conservation equations. The
cellular automaton technique is used to track the growth and predict the impingement of each
individual grain envelope, enabling accurate calculations of the grain fraction and the
interfacial area concentration between grain envelopes and the surrounding liquid. The
parameters calculated with the cellular automaton are transferred to the deterministic model,
in which a system of differential equations is solved to determine several field variables, such
as the temperature, the average liquid concentration, and the solid fraction. The complete
CADE model has the advantage of the grain structure prediction derived from the cellular
automaton technique and the strong coupling between the equations from the deterministic
model. The CADE model is applied to the isothermal solidification of an Al-Si alloy. The
results are compared with those from a deterministic model published in the literature,
showing reasonable agreement when the Avrami correction for grain impingement is used in
the deterministic model.
Key words: Cellular automaton; Deterministic model; Macrostructure.
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1 INTRODUGCAO

Os modelos matematicos utilizados para a previsao da estrutura bruta de
solidificacdo sdo chamados de estocasticos (probabilisticos) ou deterministicos. Os
modelos estocasticos por definicdo utilizam alguma variavel aleatéria em seus
calculos, enquanto os deterministicos sdo baseados somente em equacdes
deterministicas. Um dos primeiros modelos deterministicos para a previsdao da
formacdo da estrutura de graos durante a solidificacdo foi proposto por Oldfield.("
Neste modelo, o crescimento microscépico de células eutéticas foi acoplado a
transferéncia de calor macroscopica, resultando em um modelo micro-macroscépico.
Fortes simplificagdes foram assumidas: considerou-se somente a presenga de graos
equiaxiais, graos esféricos (ndo dendriticos) e um sistema isotérmico (temperatura
uniforme). Durante a evolugdo dos modelos deterministicos micro-macroscopicos,
muitas das simplificagdes foram eliminadas e outros fendmenos importantes para a
formacdo da estrutura bruta de solidificacdo foram introduzidos. Maxwell e
Hellawell® e Greer et al.®) incorporaram diferentes modelos de nucleagdo para
graos esféricos, prevendo o seu tamanho final. Rappaz e Thévoz® consideraram a
solidificagdo de grédos dendriticos esféricos na tentativa de prever a recalescéncia
presente nas curvas de resfriamento. Thévoz et al.® também propuseram um
modelo para a solidificacdo de grdo dendriticos equiaxiais, porém utilizaram uma
distribuicado Gaussiana de super-resfriamentos criticos para nucleacdo. As previsoes
dos raios dos grédos equiaxiais ao longo de uma amostra solidificada
unidirecionalmente concordaram muito bem com resultados experimentais.

Hunt® incluiu o calculo do crescimento colunar dendritico nos modelos
deterministicos para prever a transi¢do colunar equiaxial (CET) em solidificacdes
unidirecionais e em estado estacionario. Este modelo foi posteriormente modificado
para simular a solidificagdo transiente unidirecional.”) Wang e Beckermann®?
propuseram um modelo deterministico unidimensional e multifasico para simular a
solidificacdo dendritica equiaxial e colunar e assim prever a CET, levando-se em
conta as interagdes entre os campos de soluto ao redor dos graos equiaxiais. Este
modelo foi entdo estendido por Martorano et al.(9, que consideraram também as
interagbes entre os campos de soluto dos grdos equiaxiais e colunares. Embora a
extensao destes modelos deterministicos para a previsdo da CET em duas
dimensdes seja complexa, algumas tentativas foram feitas através da utilizacdo de
algoritmos especiais que acompanham a posicdo da frente colunar
bidimensional.®'"'  Apesar das dificuldades em se utilizar os modelos
deterministicos para a resolugdao de problemas bi ou tridimensionais, eles
apresentam vantagens importantes, como: muitos fenébmenos ja foram considerados
em seus sistemas de equacgdes; existem métodos numeéricos confiaveis para a
resolucdo dos seus sistemas de equacdes fortemente acoplados e malhas mais
grosseiras sao utilizadas para a resolugdo numérica de suas equagdes.

Os modelos estocasticos sao utilizados para calcular imagens da
macroestrutura bruta de solidificacdo que podem ser diretamente comparadas com
as macroestruturas reais, obtidas em experimentos. Este € um ponto importante dos
modelos estocasticos e €& a diferengca fundamental em relacdo aos modelos
deterministicos, possibilitando desta forma, a previsdo do tamanho de grdo em duas
ou trés dimensdes e também da CET. Gandin e Rappaz!"® desenvolveram um
modelo estocastico chamado CAFE que combinou a técnica do autémato celular
com o método dos elementos finitos para prever a formagao da estrutura de gréaos e
o0 campo de temperaturas durante a solidificagdo. Uma grande desvantagem destes
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modelos reside na necessidade de malhas refinadas para permitir a simulagao de
cada grao. Este problema tornou-se mais evidente nas extensdes deste modelo para
prever os fendbmenos que ocorrem na escala dos bragos dendriticos, dando origem
aos modelos de autdmato celular modificados.'®'” No modelo originalmente
proposto por Gandin e Rappaz,“s) a menor escala simulada foi a dos graos
dendriticos, ndo sendo considerados os bracos dendriticos. Apesar da extensa
utilizacao deste modelo, ndo foram feitas muitas tentativas com o intuito de se incluir
novos fendbmenos nos seus calculos.

O principal objetivo deste trabalho € a implementagcdo de um modelo hibrido
estocastico-deterministico, doravante chamado de CADE (“cellular automaton-
deterministic”’), que combina pela primeira vez as equacgdes diferenciais fortemente
acopladas do modelo deterministico com a capacidade do modelo estocastico em
prever a geometria dos graos em solidificagdo. As equacgdes diferenciais do modelo
deterministico apresentam algumas variaveis, como a concentracdo interfacial de
envelopes de graos e a fragdo volumétrica de graos, que dependem da geometria
dos grédos em solidificacdo. Para se calcular estes parametros no modelo
deterministicos, os envelopes de graos eram geralmente considerados esféricos ou
cilindricos. No entanto, no presente trabalho estes parametros s&o obtidos
diretamente da estrutura de graos prevista pelo autdbmato celular. A concentragao de
soluto presente no liquido ao redor dos envelopes de grao é calculada pelo modelo
deterministico e entdo usada pelo autdbmato celular para prever a interacdo entre os
graos e o campo de soluto durante o crescimento.

2 MODELOS MATEMATICOS

O modelo CADE implementado no presente trabalho € uma combinacéo das
equacodes utilizadas pelo modelo deterministico e a técnica do autébmato celular
empregada pelos modelos estocasticos na previsao da nucleagdo e do crescimento
de graos durante a solidificagdo. Os detalhes do modelo estao descritos abaixo.

2.1 Modelo Deterministico

As equacgbes adotadas no presente trabalho sdo analogas as propostas por
Wang e Beckermann® e utilizadas por Martorano et al."” Estas equagdes foram
baseadas na média volumétrica das equagdes de conservagao de massa, energia e
espécies quimicas em cada pseudofase, denominadas, solido (s), liquido
interdendritico (d) e liquido extradendritico (). Estas pseudofases foram definidas de
acordo com o conceito de envelope de gréo, que representa um envelope imaginario
envolvendo cada gréo. O liquido interno ao envelope é denominado liquido
interdendritico, enquanto o liquido externo recebe o nome de liquido extradendritico.
Os seguintes preceitos foram utilizados na determinagcdo das equacgdes finais para
uma liga binaria: (a) o sistema é considerado isotérmico, ou seja, a temperatura é
uniforme; (b) convecgado, movimentagao do sélido e difusdo do soluto no sélido sao
desprezados; (c) todos os grdo nucleiam imediatamente abaixo da linha liquidus
(nucleacgao instantanea), ou seja, o super-resfriamento critico para nucleagao é zero;
(d) os calores especificos, cp, e as densidades, p, das pseudo-fases s&o iguais e
constantes; e (e) a concentrag&o de soluto no liquido interdendritico, C,, é uniforme

e se relaciona com a temperatura T pela linha liquidus do diagrama de fases, ou
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seja, 7=T,+mC,, Na qual T é a temperatura, T, € a temperatura de fusédo do metal

puro e m, é a inclinacao da linha liquidus do diagrama de fases.
As equacdes finais do modelo sdo as seguintes:

dT’_ g Lo de.
AT [1]

de dc, S,
(1=k)C, === &, —+==D,(C,=C)) [2]

d de S
_l‘(g] Cl): Cdd_t/+ ?D[ (Cd _Cl) [3]
g +¢e,+¢ =1 [4]

onde R é taxa de resfriamento do sistema isotérmico calculada antes do inicio da
solidificacdo; C é a concentragcado de soluto na fase indicada pelo subscrito; t é o
tempo; L € o calor latente de fusao; k é o coeficiente de particdo do soluto; D, é o
coeficiente de difusdo do soluto no liquido extradendritico; & € o comprimento
efetivo de difusdo para o transporte de soluto entre os envelopes dendriticos e o
liquido extradendritico; S, € a area superficial de envelopes de graos por unidade de
volume; e ¢ representa a fragdo de volume, onde o subscrito indica a pseudo-fase. A
fracdo volumeétrica de gréos, &, € definida como g5 = & + &. Note que, no presente
modelo, &, Se, € d dependem da estrutura de gréos, a qual é obtida com o modelo
de autdbmato celular, parte estocastica do presente modelo. No modelo usado por
Wang e Beckermann® e Martorano et al.,!'”) estes parametros eram completamente
calculados por equacbes deterministicas baseadas no preceito de envelopes
cilindricos e esféricos. As equacdes [1] a [4] foram solucionadas numericamente
pelo método dos volumes finitos, com uma formulagao expll’cita.“s)

2.2 Modelo Estocastico

A técnica do autdmato celular (CA) proposta por Gandin e Rappaz!'® foi
adotada no presente modelo para se calcular a estrutura de graos de um fundido de
forma quadrada que solidifica isotermicamente. O fundido bidimensional é
subdividido por uma malha de células do CA quadradas que contem um sitio no
centro. Os substratos para a nucleagdo heterogénea sao distribuidos de forma
aleatéria pelas células do CA, nas quais ndo pode haver mais de um substrato.
Quando a temperatura, T, € menor que a temperatura liquidus, todos os substratos
sdo ativados e um quadrado de crescimento, que representa o envelope de gréo, é
criado com centro no sitio das células de CA e com orientacdo aleatoriamente
escolhida entre 48 classes na faixa entre -45° e 45°. Para simular o crescimento dos
envelopes dos graos, estes quadrados crescem com o tempo e suas meia-diagonais
aumentam com a velocidade V abaixo:?

71'2

Vo= M{o.ﬁm (%} } [5]

onde I é coeficiente de Gibbs-Thomson e 2 é o super-resfriamento adimensional,
definido como «@=(c,-c,)/(c,(1-k)), no qual Cy e C;, sdo fornecidos pela parte
deterministica do modelo. A dependéncia entre @2 e C;, a concentracédo de soluto no
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liquido extradendritico, simula a interacdo entre o campo de soluto ao redor do
envelope de cada gréo, a qual ndo foi levada em consideragéo na técnica original do
CA"®). Quando os quadrados em crescimento tocam algum dos quatro sitios
vizinhos, o qual nédo esta ativo, este sitio vizinho € entdo ativado e associa-se a este
um novo quadrado no qual o centro e o tamanho sdo definidos como proposto
Gandin and Rappaz.!"® As diagonais deste novo quadrado passam a crescer com a
velocidade calculada pela equacéao [5]. Outros detalhes deste algoritmo podem ser
encontrados na literatura.!®

As equagdes que regem a parte deterministica do modelo dependem de
algumas variaveis, denominadas, S, e ¢,, as quais estdo relacionadas com a

geometria da estrutura tridimensional. Diferentemente dos modelos deterministicos
anteriormente propostos, no presente trabalho estas variaveis sao obtidas a partir
das macroestruturas bidimensionais calculadas pela parte estocastica do modelo.
Primeiramente, a fracdo de area de envelopes, 4,, € o perimetro dos envelopes

(interface com o liquido extradendritico) por unidade de area, L,, sdo obtidos a partir

da macroestrutura bidimensional calculada. Posteriormente, relagdes estereologicas
sdo utilizadas para se calcular s, e ¢,, que sdo entéo transferidos para as equagdes

do modelo deterministico. Dois tipos de relagées estereoldgicas foram utilizadas
para simular dois tipos diferentes de sistemas de solidificagdo. No primeiro sistema,
os envelopes de graos foram assumidos como cubos de tamanhos e orientagdes
iguais e uniformemente espacgados. O plano de calculo do CA foi considerado
paralelo a uma face dos envelopes cubicos de graos. Entdo, a imagem de qualquer
envelope no plano de calculo seria sempre representada por um quadrado cujos
lados tinham o mesmo tamanho dos lados do envelope cubico. Para este sistema, o
dominio de simulagdo era uma célula unitaria quadrada contendo somente um
envelope de grdo. Foram utilizadas as seguintes relagdes estereologicas ¢, = 4;",

S, =3L/8n!", e n =n’?, ONde 0 NUmero de substratos para a nucleagado heterogénea
por unidade de volume € ,, e por unidade de area do plano de calculo do CA é . .

No segundo sistema, o plano de calculo do autdmato celular foi definido como uma
secao aleatoria de uma porgéao tridimensional de envelopes de gréo aleatoriamente
posicionados e orientados. Neste caso, ¢, =4, e S, =(4/7)r,.”” Quando o didmetro

meédio dos envelopes é calculado assumindo-se que estes sao esferas de tamanhos
iguais, entdo . =(z/5)n2."® A distancia efetiva de difusdo, &, foi calculada
assumindo-se que todos os envelo?es de graos sao esferas de tamanhos iguais,
como descrito por Martorano et al.(*°

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Os procedimentos numéricos de obtencdo de 4, e L, a partir da

macroestrutura do CA foram definidos a partir da simulacdo do crescimento de um
envelope quadrado centrado em um dominio quadrado (1.5 x 1.5 mm) e com uma
orientacdo de 45° em relagdo a um lado deste dominio. Os resultados dos calculos
do CA para uma malha grosseira (100 x 100) e uma refinada (1.000 x 1.000), ambas
bidimensionais, apresentaram uma boa concordancia com aqueles calculados por
uma expressao analitica exata (Figura 1). Os valores de 4, calculados para a malha

mais grosseira, no entanto, mudam em pequenos degraus. Apds os vértices do
quadrado atingirem as fronteiras do dominio, o valor de L, comegou a decrescer
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devido a diminuicdo do perimetro de contato com o liquido externo. Um efeito
analogo é observado quando dois envelopes se encontram durante a solidificagéo.

O modelo CADE foi entao utilizado para simular um liga Al-5%Si solidificando
a partir da temperatura liquidus (894.5 K) na forma de envelopes iguais e
equidistantes, orientados de 30° em relagdo ao lado da célula quadrada unitaria
(1.6 mm de lado), como descrito previamente. Na Figura 2, resultados desta
simulagao sdo comparados com aqueles obtidos por uma implementagcdo do modelo
deterministico proposto por Wang e Beckermann,® ajustado para a solidificagado
isotérmica de envelopes equiaxiais cubicos, ao invés dos esféricos originais. A
malha de CA foi de 200 x 200 e as propriedades da liga e as condi¢gdes de
simulagdo foram: p, = 3x10° m?s™; L =372x10° J kg™; ¢, =921.5Jkg" K"; m, = -
7.7 K (% peso)™; ¥ = 0117, r = 9x10° mK; 7, =933 K, R =45Ks"; e » =
2.4x10® m>. A curva de resfriamento (incluindo a recalescéncia) e as curvas da
evolugdo no tempo de ¢, ¢,,C,, C,, S, calculadas com o modelo CADE coincidem

com aquelas calculadas pelo modelo de Wang and Beckermann's® até 0.8 s. Apos
este tempo os resultados diferem pois os envelopes quadrados atingem as fronteiras
da célula unitaria, causando uma diminuicdo do s. com o decorrer do crescimento

(Figura 2(d)).
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Figura 1 — Fracdo de area de envelopes ( 4,) e perimetro de interface de envelopes por unidade de
area (L,) em funcdo do tempo calculados com o algoritmo do CA para um envelope crescendo a

velocidade V = 10 m s™ utilizando-se duas malhas (100 x 100, 1.000 x 1.000) comparados com 0s
resultados obtidos de uma expressao analitica exata.

Um segundo sistema de solidificagcdo, no qual 30 gréos nuclearam com
orientagdes e localizagbes aleatorias, foi simulado com o modelo CADE utilizando-se
uma malha de 200x200 células em um dominio quadrado com lado de 7.9mm. Na
Figura 3, os resultados do modelo s&do comparados com aqueles obtidos pelo
modelo deterministico de Wang e Beckermann® ajustado. Algumas discrepancias
podem ser observadas nas curvas de resfriamento e na evolugdo de ¢,,C,, S,. No

entanto, a evolugdo da fragdo de solido (¢, ) concordou muito bem. A estrutura de
graos calculada com o modelo CADE esta inscrita na Figura 3(a) e mostra uma
tipica estrutura equiaxial. Na Figura 3(d) a concentragdo de area interfacial de
envelopes, §,, calculada com o modelo CADE comegca a decrescer
aproximadamente apos 1s, quando a fragdo volumétrica de gréos (¢,) atinge

aproximadamente 0.4.
Apoés este momento, o efeito do encontro com os envelopes vizinhos torna-se
cada vez mais importante. Este efeito ndo é observado no modelo deterministico, no
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qual s, aumenta até um platd, pois nenhuma corregdo para o encontro de graos

(correcdo de Avrami) foi considerada no modelo original.®) Para examinar a fonte
desta discrepancia, a corregdo de Avrami foi incluida nas equagdes puramente
deterministicas e os resultados também sdo apresentados na Figura 3. Agora, a
Figura 3(d) mostra que o s, no modelo deterministico também comecga a diminuir

aproximadamente apos 1s, mostrando uma tendéncia similar ao modelo CADE. Esta
corregao resultou em uma melhor concordancia entre todos os resultados do modelo
CADE e do modelo deterministico, especialmente as curvas de resfriamento.
Durante a recalescéncia, a aderéncia melhorou principalmente apds a temperatura
maxima. A aderéncia para ¢, € ¢, também melhorou com a corregdo de Avrami, pois

esta diminui a area interfacial de envelopes, através da qual o envelope cresce e o
soluto € rejeitado para o liquido extradendritico. Com isso, a taxa de aumento de ¢,

e ¢, com o tempo diminui, aproximando-se dos resultados do CADE.
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Figura 2 — Resultados do modelo CADE para envelopes cubicos equidistantes e igualmente
orientados sdo comparados com aqueles provenientes de uma implementacdo do modelo
deterministico (Det) de Wang and Beckermann® ajustado para envelopes cubicos: (a) curvas de

resfriamento; (b) fragbes volumétrica de (&) solido e (gg) graos; (c) concentracdo de soluto no

liquido extradendritico (C,); e (d) concentragdo de area interfacial entre o envelope e o liquido
extradendritico ( S, ).

4 CONCLUSOES
Um modelo hibrido estocastico deterministico, denominado de CADE (cellular

automaton-deterministic), foi proposto para simular a solidificacdo de ligas binarias.
Este modelo combina as equagbdes do modelo deterministico proposto por Wang e
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Beckermann® e Martorano et al.'"” com a técnica do autdémato celular desenvolvida

por Gandin e Rappaz."® O modelo CADE foi utilizado para a simulagdo de dois tipos
diferentes de sistemas de solidificagdo: envelopes cubicos equidistantes com a
mesma orientagdo e um grupo de 30 envelopes aleatoriamente orientados e
posicionados em um dominio bidimensional quadrado. Os resultados do CADE
(curvas de resfriamento, evolugdo das fragcdes de sodlido e grdos em fungdo do
tempo, evolugao da concentracdo de soluto e da area interfacial de envelopes)
apresentaram uma boa concordancia com os resultados de um modelo puramente
deterministico para envelopes cubicos at¢é o momento em que os envelopes
esbarram nas fronteiras da ceélula unitaria. No entanto, algumas discrepancias foram
observadas entre os resultados do modelo CADE e os do modelo deterministico
para um grupo de 30 graos aleatorios. Parte desta discrepéncia se deve ao encontro
entre os envelopes, que foi simulado pelo modelo CADE, mas nao foi considerado
pelo modelo deterministico original.
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Figura 3 — Resultados do modelo CADE para 30 graos aleatoriamente orientados e posicionados sé&o
comparados com aqueles de uma implementacdo do modelo deterministico de Wang e
Beckermann® ajustado para envelopes cubicos com (Det Avrami) e sem a (Det) correcdo do
encontro de grdos: (a) curvas de resfriamento com a estrutura de grdos calculada com o CADE; (b)
fragbes volumetricas de sdlido (&, ) e gréos (¢, ); (c) concentragéo de soluto no liquido extradendritico

(C,); e (d) concentragéo de area interfacial entre envelopes e liquido extradendritico ( S, ).
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