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Resumo

Neste trabalho propde-se um modelo probabilistico para o desgaste de duas
superficies em contato. Um problema de valor inicial € formulado a partir da
particularizagdo do modelo de Archard para o caso de contato em uma linha. Com
base neste problema, duas formula¢gdes matematicas para o modelo de desgaste
sdo apresentadas. Na primeira, o coeficiente de desgaste € modelado como uma
variavel randébmica, enquanto na segunda este coeficiente € modelado por um
campo randémico. O método de simulagdo de Monte Carlo é utilizado para avaliar
as solugbes em termos dos momentos estatisticos de primeira e segunda ordem do
campo randdémico altura de desgaste. Pode-se observar a concordancia entre as
fungcdes covariancia apresentadas e as suas estimativas obtidas através da
simulagao de Monte Carlo. Para o caso em que a incerteza sobre o coeficiente de
desgaste foi modelada por processo estocastico observou-se uma varidancia menor
do que a observada no caso em a incerteza foi modelada através de variavel
randémica.

Palavras-chave: Equacdo de Archard; Série de Karhunen-Loeve; Simulagdo de
Monte Carlo.

PROPOSAL OF PROBABILISTIC FORMULATION FOR ARCHARD’S MODEL
Abstract
This paper proposes a probabilistic model for the wear of two surfaces in contact. A
problem of initial value is formulated from the particularization of Archard’s model for
the case of contact in line. Based on this problem, two mathematical formulations for
the wear model are presented. In the former, the wear coefficient is modeled as a
random variable, while in the second this coefficient is modeled as a random field.
The Monte Carlo simulation is used to estimate the solutions in terms of the
statistical moments of first and second order of the random field ‘wear depth’. It was
observed an agreement between the covariance functions presented and their
estimative obtained through Monte Carlo simulation. For the case where the
uncertainty under wear coefficient was modeled by stochastic process it was
observed a smaller variance than that observed in case where uncertainty was
modeled though random variable.
Key words: Archard equation; Karhunen-Loeve series; Monte Carlo simulation.
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1 INTRODUGAO

A equagao que relaciona taxa de desgaste W com a dureza do material
desgastado foi introduzida pela primeira vez por Holm em 1940. Esta citacdo pode
ser encontrada no artigo de Archard," que é tido como a principal referéncia para o
equacionamento da taxa de desgaste em sistemas deslizantes.

O mecanismo assumido por Holm é que ha um determinado niumero de atomos
removidos, Z, pertencentes a uma determinada camada atbmica & e a um
espagcamento interatdmico o, a cada contato, de area circular, correspondente a um
diametro 2a, esses fatores estao relacionados por meio da seguinte equacao:

F

W=Z. (1)

sendo F e H a forca nominal de contato e a dureza da superficie a ser
desgastada, respectivamente. Este equacionamento depende do tipo de deformacéao
assumido para as asperezas em contato, o qual Holm considerou a deformacéao
plastica determinante para a remogédo de material, ou seja, possiveis danos
causados por contatos elasticos sao desconsiderados. A este problema Archard
langou luz, demonstrando que para satisfazer a condigdo na qual houvesse uma
relacéo linear entre a taxa de desgaste e a forga aplicada, alguma hipétese sobre o
formato das particulas de desgaste (“debris”) deveria ser feita, o0 que implica em uma
nova compreensao sobre o mecanismo efetivo de remocao de material.

A Tabela 1 abaixo apresenta as relagdes teodricas demonstradas por Archard,
considerando o tipo de deformacéo e a natureza da deformacéo no contato mecanico.

Tabela 1. Relagdes tedricas entre a taxa de desgaste W e a forga aplicada F (1).

Tipo de deformagao Forma da particula Relacdo entre We
removida F
2 ot Camada W o B
Elastico 4
Pedaco S
2ati Camada S
Plastico
Pedaco W o F

O mecanismo de remocao de particulas foi apresentado no trabalho de Archard e
os resultados experimentais da época para sistemas deslizantes confirmaram a
relacdo linear entre a forga aplicada e a taxa de desgaste. Especificamente,
Archard? referia-se a um trabalho realizado por Burwell e Strang,””) no qual foi
estudado o comportamento de um ago SAE 1095, em duas condigbes metalurgicas,
equivalentes a durezas Brinell de 223 e 430 HB.

O trabalho de Greenwood and Williansom® acrescentou, & teoria de Archard a
natureza das deformacbes sob o ponto de vista da distribuicdo de alturas de
asperezas e esse trabalho constitui 0 marco inicial para a resolugdo do problema.
Independente do conceito que seja atribuido ao coeficiente de desgaste ha poucos
modelos na literatura para este coeficiente com uma abordagem probabilistica.®
Existem muitos trabalhos que propéem uma abordagem probabilistica para a
rugosidade das superficies em contato.®”) Esse problema foi tratado inclusive pelo
préprio Archard.® O presente trabalho pretende dar uma contribuicdo para a
modelagem probabilistica do coeficiente de desgaste, para posteriormente haver
unificagdo entre o coeficiente de desgaste e os fatores de rugosidade que
expressem a area real de contato.
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2 MODELO DE ARCHARD

No trabalho de Holm (apud Burwell; Strang®®) a area efetiva de contato é definida

por
F
A, =— 2

e = (2)
sendo F e p, a forca de contato e a tensdo de escoamento do material de menor
dureza do par em contato , respectivamente. Esta equagdo pressupde que a
deformacdo dos materiais em contato € de natureza plastica. Pelo modelo de
desgaste de Archard o volume de desgaste é dado por,

V =kAx, (3)
sendo V o volume de desgaste, k o coeficiente de desgaste e x a distancia de
deslizamento. Isolando-se a area A na Eq. (1) e substituindo-se na Eq. (2) obtém-
se,

=ity 4)

Pe
Por outro lado tem-se que o volume de material desgastado pode ser obtido pela
seguinte relacao

V=A4,h, (5)
com A, e h a area nominal de contato e uma altura média correspondente a
remogao de material, respectivamente. Utilizando-se as identidades definidas nas
Eq. (4) e (5) obtém-se

h:kAi pox = h=kPny, (6)

e

sendo p, a pressdo nominal. A Eq. (6) mostra que heC"O(D ) isto assegura a

existéncia do seguinte limite
dh .. Ah dh _, p,
dx A, Ax dx k Do
Notando que
Pu_F A _4

pe A}’l F A}’Z .
Chamando-se a razao expressa na Eq. (8)
_Pu_ A
ﬁ - pe Aﬂ . (9)
Colocando-se a Eq. (9) na Eq. (6)

dh
Ge=kp. (10)

Para o coeficiente [ propdem-se as seguintes interpretagcées: 1) ou como a
expressdo que contempla a propriedade mecénica do material; e 2) ou como a
expressao que considera a natureza do contato entre superficies, que recebeu na
literatura tratamento de varidvel randdmica.®” A definicdo desse coeficiente
permitira, em trabalhos futuros, explorar a geometria das asperezas das superficies
em contato. Observando que x=x(¢) e que a velocidade de deslizamento ¢ dada

por

(7)

(8)

_dx

& (11)

v
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tem-se que h:h(x(t)) e do fato de que heC"o(D ) isto possibilita utilizar a regra da

cadeia na Eq. (12)

dh _dhdx dh
A Eq. (12) permite formular o problema definido na Eq. (10) como um problema de
valor inicial (PVI), sendo definido como,

D —kpy, vie(0T)
h(0)=h,
Nesse trabalho sera explorada a natureza randémica do coeficiente de desgaste.
Originalmente no trabalho de Archard,") o coeficiente de desgaste foi considerado
como um fator de probabilidade. As variaveis velocidade e pressao de contato para
o problema apresentado na Eq. (13) serdo consideradas constantes. Nesse trabalho

serao estudados dois casos para a modelagem da incerteza presente no coeficiente
de desgaste: variavel randémica e campo randémico.

(13)

3 FORMULAGAO DO PROBLEMA DE DESGASTE PROBABILISTICO

Nesta secdo sao apresentadas duas descrigdes probabilisticas para o coeficiente
de desgaste da equacgéo de Archard. Estas descri¢ées originam duas formulagdes
matematicas para o modelo de desgaste. Na primeira o coeficiente de desgaste &
modelado como uma variavel randémica, enquanto na segunda este coeficiente &
modelado por um processo estocastico.

3.1 Coeficiente de Desgaste como Variavel Randémica

O modelo de variavel randémica para o coeficiente de desgaste é definido como,
k(0)=k,+0,£(0), (14)
sendo k,, o, e &(6) o valor esperado e desvio padrdo do coeficiente de desgaste e

uma variavel randémica gaussiana, respectivamente. Esta variavel randémica possui
as seguintes estatisticas:

E.=(£)=0 ¢ V§:<(§—E§)2>:1. (15)
sendo que
(&)=[¢7:()ds, (16)
(©)

com ® o espago amostral. Substituindo-se a Eq. (14) na Eq. (13) obtém-se

%: Bvto, Spv. (17)

Integrando-se a Eq. (17) sobre o intervalo [0,¢]<[0,T] e aplicando-se as condiges
iniciais do problema definido na Eq. (13),
h(t)=hy+kyfpvt+o, Epvt. (18)

Na Eq. (18) aplica-se o operador de valor esperado definido na Eq. (16) para obter o
valor esperado da altura de desgaste,

E,(1)=(h(t)) = E,(t)=he+kpvt (19)
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A funcao covariancia da variavel randémica “altura de desgaste” é dada por:
C,(s.1) :<h(s),h(t)>—<h(s)><h(t)> = C, (s,t):(akvﬂ)z st, V(s,t)e [O,T]x[O,T] .(20)

Para obter a varidncia da “altura de desgaste”, avalia-se a fungdo covariancia
definida na Eq. (20) em s=¢,

2
Vh(t)z(akvﬂ) t2. (21)
E importante ressaltar que a aplicacdo do modelo de Archard tem sua validade para

o regime estacionario de desgaste. Portanto, sera considerado que a altura inicial é
tomada para um tempo superior ao tempo de amaciamento.

3.2 Coeficiente de Desgaste como Processo Estocastico

No problema em que a incerteza sobre o coeficiente de desgaste € modelada por
um processo estocastico, torna-se necessario utilizar a série de Karhunen-Loeve
(KL) para representar o processo estocastico “coeficiente de desgaste”. Para utilizar
a série KL assume-se que o processo estocastico “coeficiente de desgaste” seja de
segunda ordem. A série KL para o coeficiente de desgaste € definida por

k(,0) =k, (r)+g@¢i (V)& (), (22)

sendo £, A e ¢, variaveis randdmicas ortonormais, os autovalores e as
autofungdes, respectivamente, e ko a funcdo valor esperado do coeficiente de

desgaste. Os autovalores e as autofungdes utilizados na série KL sao provenientes
do problema de autovalores definido por

TCk(s,t)a(s)dS:/Iiwi(t), VZE[O,T]. (23)
0

Uma desvantagem da série KL é a necessidade da solucdo do problema de
autovalores expresso na Eq. (23). Para alguns tipos de fung¢des de covariancia
existem métodos analiticos para determinacdo dos autovalores e das autofungdes.
Para problemas em que ndo sdo conhecidos os autovalores e as autofuncoes,
Ghanem e Spanos(g) propuseram a utilizacdo do método de Galerkin. Neste trabalho
sao conhecidos os autovalores e as autofuncdes.

A série KL definida na Eq. (23) sera truncada no M-ésimo termo para se obter
solugdes numéricas para o processo estocastico “altura de desgaste”. Colocando-se
a série KL no PVI definido em (13), obtém-se

Sk Y T, (05(0) (24)
Integrando-se a Eq. (24) no intervalo [0,¢]c[0,7 ]
g (£,6)= h, +k0ﬁvt+ﬂvfﬂ§,. (O)T. (1), (25)
i=1

t
com I;(t)= I(Di (x)dx . Para obter o valor esperado do processo estocastico “altura de
0

desgaste” basta aplicar o operador de valor esperado na Eq. (25),
E, (t)=hy+kpvt, Vte [0,T]. (26)

As fungdes covariancia e variancia do processo estocastico “altura de desgaste” séo
dadas por

G, (s:)=(Bv) :”;z,.ri (0 Ve (O=(B) SAT (1) 27)

i=1
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4 SIMULAGAO DE MONTE CARLO

A simulacao de Monte Carlo é utilizada para obter os momentos estatisticos do
processo estocastico de altura de desgaste e compara-los com aqueles obtidos
através das formulagbes apresentadas na secdo 3. Para o caso em que o
coeficiente de desgaste € modelado por um processo estocastico utiliza-se o método
do ponto centroidal para discretizar a incerteza. No método do ponto centroidal faz-
se uma particdo em sub-regides do dominio do problema. Para cada uma dessas
sub-regides € gerado randomicamente um valor numérico para o coeficiente de
desgaste. Esse valor é obtido através de um gerador de numeros aleatorios, a partir
dos momentos estatisticos de primeira e segunda ordem e da funcédo densidade de
probabilidade do processo estocastico “coeficiente de desgaste”. Desta forma, uma
amostra do processo estocastico “coeficiente de desgaste” corresponde a um
conjunto de valores gerados aleatoriamente, conforme € mostrado na Figura 1.

(1)

Figura 1. Discretizagdo da i-ésima amostra do processo estocastico coeficiente de
desgaste pelo método do ponto centroidal.

Uma realizagdo do processo estocastico “altura de desgaste” corresponde a
solugdo do problema definido na Eq. (13). Desta forma, a i-ésima realizagdo da
altura de desgaste é obtida por

hi(t)=hy+k;Bvt, Vte[0,T] Vj efl,....Ng}.
sendo N ell o numero de simulagbes. A estimativa do valor esperado da variavel

randémica “altura de desgaste” no instante t é obtida fazendo-se a média amostral a
partir do conjunto das realizagbes do processo estocastico “altura de desgaste” no
instante ¢

En (t)zNLSjvghi(t), V¢ e[O,T]. (28)

A estimativa da variancia do processo estocastico “altura de desgaste” no instante t
€ dada por

%(z):ﬁi[m(r)—@ 0], vie[o.r] (29)

E importante mencionar que a funcdo covariancia do processo estocastico “altura de
desgaste” é estimada através de simulagdo de Monte Carlo para os problemas
numeéricos que serao apresentados na proxima secao.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secao sao resolvidos dois problemas utilizando a equagao de Archard para
dois casos de modelagem da incerteza, utilizando as metodologias apresentadas na
segcao 3. A partir disso, € obtido o momento estatistico de segunda ordem do
processo estocastico “altura de desgaste”. A simulacdo de Monte Carlo é utilizada
para avaliar os momentos estatisticos obtidos pelos métodos apresentados nesse
trabalho. Para esses problemas utiliza-se v=1 e B=15x102,""9 com tempo de

deslizamento T =1.
Problema 1: Coeficiente de desgaste modelado por variavel randomica.
Neste problema a incerteza sobre o coeficiente de desgaste é modelada por uma

variavel randémica gaussiana com k, =107 (2) e o, =107*.

C,(s.1) N

25 i 25

Figura 2. a) Fungdo covariancia, definida na Eq. (20); b) Estimativa da funcéo
covariancia via simulagdo de Monte Carlo.

Nas Figuras 2a e 2b estdo os graficos das fungdes covariancia obtidas pela Eq. (20)
e por simulagdo de Monte Carlo, respectivamente. Pode-se observar uma boa
aproximagéao da fungéo covariancia definida na Eq. (20) com a obtida pela simulagéo
de Monte Carlo. Para avaliar a aproximagao da fungado covariancia dada pela Eq.
(20) e a fungao covariancia obtida por simulagdo de Monte Carlo define-se a fungéo
erro absoluto como

e(s,t)= ‘Ch (S,t)—%h (s,2), V(s,t)e [O,IJX[O,I]
Na Figura 3 esta apresentado o grafico da fungéo erro absoluto. Pode-se observar

que a boa aproximacado entre as fungdes covaridncia dada pela Eqg. (20) e a
estimativa da fungao covariancia obtida por simulacdo de Monte Carlo.
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e(s,t)xr0

8

Figura 3. Funcao erro absoluto.

Para esse caso de modelagem da incerteza a estimativa da fungao covariancia
obtida por Monte Carlo utilizou uma amostra com N =2500.

Problema 2: Coeficiente de desgaste modelado por campo randémico.

Neste problema a incerteza sobre o coeficiente de desgaste € modelado por um
processo estocastico gaussiano com momentos estatisticos Ek(t):10‘3,Vte[0,l] e

_Is—4
C,(s,)=10"%¢ W,v(s,t)e[o,l]x[o,l]. As estimativas para as fungbes variadncia e
covariancia realizadas através de simulacdo de Monte Carlo foram obtidas com duas
mil amostras (N, =2000) para representar a variabilidade presente no campo
randdmico “coeficiente de desgaste”.

L _

L

S VR U U
\

L

Figura 4. a) Funcdo covariancia, definida na Eq. (21); b) Estimativa da fungéo
covariancia via simulagao de Monte Carlo.

As Figuras 4a e 4b representam os graficos da aproximacgao da fungcéo covariancia
definida na Eq. (27) e da estimativa da fung&o covariancia obtida por simulacéo de
Monte Carlo, respectivamente. Para avaliar a aproximagao entre a fungao
covariancia definida na Eq. (27) e a estimativa da covariancia obtida por simulagéo
de Monte Carlo torna-se necessario definir a fungao erro absoluto em covariancia,

e (s.t)= ‘Ch, (S,l)—%h (s.2) V(s,t)e [O,l]x [0,1].
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Na Figura 5 apresenta-se o grafico da fungao erro absoluto em covariancia. Pode-se
observar a aproximagao entre a fungéo covariancia dada pela Eq. (27) e a estimativa
da fungao covariancia obtida por simulagao de Monte Carlo.

Figura 5. Fungao erro absoluto em covariancia.

Para avaliar a aproximagdo entre a fungédo variancia expressa na Eq. (28) e a
estimativa da fungao variancia obtida por Monte Carlo, Eq. (29), define-se a fungéo
erro absoluto em variancia,

ey (t)=Vn(1)-V, (1), vte[0,1].

Na Figuras 6a e 6b estdo apresentados os graficos da fung¢ao variancia definida na

Eq. (28) e a estimativa da fungéo variancia obtida por simulacdo de Monte Carlo,

respectivamente.
Vi(t).V, () 0™

25

e, (¢) 10"

0.5

a—e—=
0 01 02 03 0.4 05 06 07 08 09 1

o

Figura 6. a) Funcao variancia, definida na Eq. (28) e estimativa de fungao variancia por simulagdo de
Monte Carlo, Eq. (29); b) Fungéo erro absoluto em variancia.

Na Figura 6a pode-se avaliar a aproximagao entre a fungao variancias definidas nas
Eq. (28) e (29). No grafico apresentado na Figura 6b pode-se ver que o erro absoluto
em variancia aumenta a medida que aumenta o tempo de deslizamento.

Nos problemas apresentados nesta se¢cdo a modelagem da incerteza através de
variavel randémica conduziu a um erro absoluto em covariancia menor. Isto pode ser

4054



61° Congresso Anual da ABM

observado através da comparacéao entre os graficos apresentados nas Figuras 2 e 4.
E importante mencionar que a modelagem da incerteza sobre o coeficiente de
desgaste através de variavel ou campo randdémico dependera do conjunto de
informacdes que se tem disponivel para esta escolha, como por exemplo, momentos
de primeira e segunda ordem.

6 CONCLUSOES

O presente trabalho apresenta uma abordagem probabilistica para o coeficiente
de desgaste presente no modelo de Archard. Neste modelo tal coeficiente é
interpretado como um conteudo de probabilidade associado ao evento “contato entre
asperezas”. Essa caracterizagdo permite tratar a altura de desgaste como um
processo estocastico. Neste trabalho a modelagem da incerteza sobre o coeficiente
de desgaste através de variavel randdbmica e processo estocastico originou duas
formulagdes probabilisticas. Na descricdo através de variavel randémica os
momentos estatisticos de primeira e segunda ordem foram determinados
exatamente. Na abordagem através de processo estocastico, os momentos
estatisticos foram obtidos de forma aproximada. Em ambos os casos, os resultados
dos problemas numéricos propostos foram satisfatérios. Em termos quantitativos,
pode-se observar a concordancia entre as fungdes covariancia definidas nas Eq.
(20) e (27) e as suas estimativas obtidas através da simulagdo de Monte Carlo. Para
0 caso em que a incerteza sobre o coeficiente de desgaste foi modelada por
processo estocastico observou-se uma variancia menor do que a observada no caso
em a incerteza foi modelada através de variavel randémica.
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