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Resumo
O presente trabalho trata-se da modelagem por elementos finitos de materiais
compositos reforcados com fibras de carbono utilizando duas teorias: a Teoria da
Deformacao Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT) e a Teoria da Deformacgéo
Cisalhante de Ordem Superior (HSDT), com o objetivo de efetuar um comparativo
entre ambas no contexto de sua capacidade de predicdo do comportamento
dindmico, sendo possivel avaliar e ilustrar as caracteristicas de desempenho de
ambas as formulagbes. Além disso, analisando o pardmetro geométrico da
espessura das placas compositas torna-se possivel comprovar a limitacdo de uma
das teorias. Os resultados sédo apresentados na forma de funcbes de resposta em
frequéncia (FRF’s) onde é avaliada computacionalmente a presenca de ruidos nos
resultados.
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NUMERICAL EVALUATION OF THE INFLUENCE OF THE THICKNESS
PARAMETER IN THE FSDT AND HSDT THEORIES APPLIED TO COMPOSITE
PLATE MATERIALS

Abstract

This paper is about the Finite Element Modeling of composite materials reinforced
with carbon fiber, using two theories: First-order Shear Deformation Theory (FSDT)
and Higher-order Shear Deformation Theory (HSDT). The Purpose of this paper is
making a comparison between these theories in the context of its dynamic prediction
ability, being possible to evaluate and illustrate the characteristics and the
performance in both situations. Moreover, analyzing the geometric parameter of
thickness of the composite plates it becomes possible to prove the limitation of one of
the theories. The results are presented as frequency response functions (FRF's)
which are evaluated computationally for the presence of noise in the results.
Keywords: Composite material; FSDT; HSDT; Thickness.
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1. INTRODUCAO

Materiais compdsitos sao materiais que vém sendo amplamente aplicados em
diversos setores industriais variando desde a industria aeronautica a industria
petrolifera. Com este crescimento, torna-se significativo conhecer o comportamento
mecanico e caracterizar estes materiais numericamente, uma vez que os modelos
numéricos, em muitas situacdes, podem ser mais acessiveis do que experimentos
em escala real, sendo mais vantajoso representar e entender o comportamento
destes materiais por simulagdes numéricas para depois realizar experimentos.

As limitacBes apresentadas pelos modelos analiticos, cuja aplicabilidade fica restrita
a problemas simples e para a sua aplicacdo geralmente exigem hipoteses de dificil
ocorréncia na pratica, tais como homogeneidade das caracteristicas do material,
isotropia e linearidade de resposta, nos ultimos anos um método que vem sendo
amplamente aplicado é o método de elementos finitos.

O Método de Elementos Finitos surgiu na década de 1950, devido a necessidade de
projetar estruturas de modelos continuos. Os primeiros elementos formam
concebidos por engenheiros aeronauticos para a analise de distribuicdo de tensbes
em chapas de asa de avido (Soriano [1]).

Na técnica por elementos finitos, o campo de deslocamentos mecéanicos de um
determinado modelo é aproximado através de uma série polinomial ao longo da
espessura. Existem diversas teorias utilizadas por elementos finitos que s&o
classificadas de acordo com esta série polinomial, as que sdo mais utilizadas séo: a
Teoria da Deformacédo Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT) e a Teoria da
Deformacéo Cisalhante de Ordem Superior (HSDT) (Reddy [2]). A escolha de qual
destas teorias utilizarem dependera do tipo de problema, por exemplo, a Teoria
FSDT consegue descrever o comportamento mecanico de placas finas e
moderadamente espessas, nesse sentido este trabalho apresenta uma avaliagao
numérica comparativa entre a Teoria FSDT e HSDT quando o parametro geométrico
espessura da camada compdsita varia (CEN et al. [3]). Enquanto que, a Teoria
HSDT € a que mais se aproxima dos resultados obtidos pela teoria da elasticidade,
porém é uma teoria que apresenta um elevado numero de graus de liberdade se
comparado a Teoria FSDT.

As respostas dinamicas e a avaliagdo da confiabilidade de sistemas estruturais,
como placas constituidas de material compadsito, podem ser muito sensiveis a certas
variacdes, tais como: geometria, propriedades mecanicas e condicbes de contorno
e, também ao tipo de modelo matematico utilizado para descrever o comportamento
mecanico destes materiais.

Na modelagem dos materiais compdsitos 0os parametros de projetos mais relevantes
no estudo de compostas sao: a orientacéo das fibras reforcadas e a espessura das
camadas.

Baseado no que foi exposto acima este trabalho apresenta a modelagem de
materiais compadsitos do tipo laminado por meio das teorias FSDT e HSDT e avalia
os resultados através das funcdes de resposta em frequéncia (FRF).

2. FORMULACAO NUMERICA PELA TEORIA FSDT

O campo de deslocamentos mecanicos representado pela Teoria da Deformacgao
Cisalhante de Primeira Ordem é expresso por:

U(xy,z,t)=Az)u(x, y.t) @)
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Na Equacéo (1):

U(x,y,z,t)=[u(x,y,z,t) v(x,y,z,t) w(x,y,z,t)]" (1-a)
1 00 z O

AZ)=|0 1 0 0 z (1-b)
0 01 0O

(% yot) =[ Uy (x 1,8 Vo (3, t) Wy (.t wr (x vt wy (xovat) ]| (1-c)

Onde: yxe Yy sdao as rotagcdes dos segmentos normais a superficie de referéncia em
torno dos eixos y e x respectivamente.

As variaveis mecanicas apresentadas na Eq. (1) sdo convertidas para sua
formulacdo em elementos finitos usando fungdes de forma apropriadas. O elemento
considerado, ilustrado na figura 1, € um elemento retangular de placa que apresenta
trés nés por aresta, perfazendo um total de oito ndés, sendo conhecido como
elemento Serendipity (REDDY [1]).

l Ay
7(-1,1)c 50.1) 25(1,1) 7(x7.y7) o2 0XEYE) 5(x5,y5)
8(-1.0), 4(1,0) - 8(xe,ye) | Sy
1(-1,-1)] N 13011 1(x1,y1) | i 3(x3,y3)
2(0,-1) 2(x2,y2)
(A) (B)

Figura 1 - Forma retangular do elemento empregado na formulacéo por elementos finitos (a)
coordenadas locais (b) coordenadas globais.

As funcdes de forma, que relaciona os deslocamentos em um ponto qualquer com
os deslocamentos nos pontos nodais, da familia Serendipity sdo apresentadas na

Eq. (2).
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A expressao eq. (1) pode ser escrita em termos das fungdes de forma como:
{G(&,n, t)}(sxl) =[N, ($,7,)]sxa0{Ue O} 100 )

Da Teoria da Elasticidade Linear tem-se que as deformacfes mecanicas sao
definidas em termos das formas diferenciais dos deslocamentos mecéanicos (Reddy
[1]) expressos na Eq. (4):

g M NV oW
XX ax, yy 6y, 24 aZ
(4)
ST 2SN TN\ A
Xy @/ a(, Xz & @, vz & @/

Utilizando as relacdes expressdo na Eq (4) e separando os efeitos em efeito de
flexdo-membrana e cisalhamento obtém-se:

& (X,Y,2,t) = [Do + zD1] u(X,y,t) = Dp (2)u(X,y,t) (5-a)
£s(x,y,z,t) = [Da ] u(x,y,t) = Ds (2)u(x,y,t) (5-b)
As matrizes Di(i = 0, ..., 6) sdo formadas por operadores diferenciais.
Podemos expressar as deformagdes de flexdo eb e deformacdes de cisalhamento
t5r:abr;.sversais €s em coordenadas locais, combinando as relacdes (6) com a Eq.(5-a e
2O T KID»IC (6-a)

<D Eerd it (6-b)

As energias, cinética e de deformacdo, na formulagdo em elementos finitos séo
expressas por:
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P§=;L'T oA e (7-a)
%Z;L'T s pS U @ (7-b)
Onde:

(8)

Onde M® é a matriz de massa elementar, e K® = Ky® + Ks® é a matriz de rigidez
elementar, considerando os efeitos de flexdo-membrana e de cisalhamento
expressados por:

(9-a)

(9-b)

As matrizes CpX(B) e CsX(B) séo ortotropicas e estdo em fungdo do angulo de
orientacdo das fibras, ou seja, o material compésito esta em funcdo das
coordenadas locais, assim € conveniente utilizar uma matriz de transformacéao, para
promover a transformacdo do sistema de coordenadas locais do material para
coordenadas globais.

A partir do célculo das matrizes elementares podemos escrever a equacao
global do movimento no dominio do tempo da seguinte forma:

NADH<©@-1C (10)

Onde |V1=LZITW e @leﬁze) sdo as matrizes de rigidez global e de massa.

O simbolo U indica a matriz de montagem, q(t) € o vetor de deslocamento global e
f(t) € o vetor de cargas generalizadas.

A Eg. (10) pode ser expressa pela conforme a equagdo a seguir e assim tem-se a
matriz de rigidez dinamica complexa no dominio da frequéncia:

Z(w) =K, +G (0)Ky —0*M (11)

3. FORMULACAO NUMERICA PELA TEORIA HSDT

De modo similar para teoria HSDT tem-se que os deslocamentos em um ponto
arbitrario do elemento sédo expressos da seguinte forma (Lo et. al [4]):

U(xy,z,t)= A(z)u(x, y,t) (12)
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Na Eq. (12), tem-se:

U(xy,z,t)=[u(x,y,z,t) v(x,y,z,t) w(x,y,z,t)]" (12-a)
100z 00 22 0 0 22 o0

A(z)={0 1 00 z0 0 z2 0 0 Z° (12-b)
001007z 0 0 z2 0 O

u(x, vt [uo(xy,t) volx.y,t) ol yt) w, (e, y.t) v, (xy.t) w, (e yit)

(12-c)

e é,X(X’ y't) é,y(x' y’t) é,z (X' yit) Qx (X, yvt) ¢y(xl y!t)]T
Onde u(x,y,zt), v(xy,zt), e wxy,zt) denotam, respectivamente, o0s
deslocamentos nas direcdes X, y e z. (uo,vo,wo) e (v,ux,://y,wz) sao, respectivamente,
os deslocamentos do plano médio e as rotacdes da secédo transversal nas direcfes
X,y ez.Ostermosd¢,, ¢,, ¢,, @, € @, podem ser vistos como rotagdes de alta

ordem, ndo possuindo uma interpretacdo geométrica clara (Diacenco [5]). Da Eq.
(12), pode ser visto que a aproximagao do deslocamento na direcdo da espessura z
e feita separadamente em um procedimento similar ao de separacéo de variaveis.

As relagcbes deslocamentos-deformacgdes usuais sdo usadas e as deformacdes
resultantes sdo separadas em deformagdes de flexdo e de cisalhamento, ¢, e ¢,

respectivamente, como segue:
gb(x,y,z,t):[Do + 2D, + 2°D, + z3D3] u(x, y,t)=D,(z)u(x,y,t) (13-a)
£.(x, y,z,t):[D4 + 2D; + 22D6] u(x, y,t)=D,(z)u(x, y,t) (13-b)

Onde 8b(X7 Y, Z’t) = [gxx gyy &y j/xy]T e & (X’ Y, Z,t) = [7yz yzx]T . Ew = aU/aX,
£,y = 0V/0y, £, =ow/oz, ¥y = (0u/dy + ov/ox), v, =(ov/oz +owjoy) e
7 = (0u/dz + ow/ox). As matrizes D, (i=0,..6) sfo compostas por operadores

diferenciais que aparecem nas relacbes deslocamentos-deformacdes, como
detalhado por (de Lima et al. [6]).

4. PROCEDIMENTO NUMERICO

A aplicagdo numérica tem por objetivo analisar o comportamento do material
compésito do tipo laminado. O material analisado possui cinco camadas com
orientagdes diferentes, a saber: 45°/0°/45°/0°/45° de dimensdes 10 cm por 10 cm.

As propriedades elasticas sao: E, =172,4GPa, E, = E, =6,89GPa,

G, =G,, =345GPa, G, =138GPa, v,=1,,=025, v,=030, p=1566kg/m’

(densidade do material).
A Figura 2 mostra a malha de elementos finitos.
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Figura 2 - Discretizagéo da placa. Fonte: (Diacenco [7])

Sao consideradas as seguintes condi¢cdes de contorno para o problema: u0 = w0=

pz=¢x=¢z=0emy=0ey=a,eu0=w0=ywz=qgy=¢z=0emx=0ex=h.

4.1 APLICACAO NUMERICA 1

A Figura 3 ilustra as amplitudes da funcédo de resposta em frequéncia (FRF) da
estrutura composta laminada utilizando a Teoria FSDT (a) e a Teoria HSDT (b).
Pode-se notar a presenca de ruido nas FRFs. Foi aplicado um comando svd
(singular value decomposition) do MatLab que consiste em um método para a
fatoracdo de matrizes ortogonais, no caso do presente trabalho esta ferramenta foi
aplicada para atuar como uma espécie de filtro para eliminar os ruidos que
aparecem nas FRFs de ambas as teorias, os resultados s&o mostrados nas Figuras

4 (a) e (b).
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Figura 3: (a) FRFs sem a utilizagdo de filtro obtido pela Teoria FSDT (b) FRFs sem a utilizacéo de
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Figura 4: (a) FRFs com a utilizacao de filtro obtido pela Teoria FSDT (b) FRFs com a utilizacdo de
filtro obtido pela Teoria HSDT

4.2 APLICACAO NUMERICA 2

Nesta aplicacdo compara-se o desempenho de ambas as teorias quando o
parametro espessura das placas compdsitas aumenta. Foi considerado que a
espessura de todas as camadas de material composito foi de 0,01 m.

A Figura 5 ilustra as amplitudes da funcdo de resposta em frequéncia (FRF) da
estrutura composta laminada utilizando a Teoria FSDT (a) e a Teoria HSDT (b).
Observa-se que, conforme a literatura apresenta, a capacidade de predicdao do
comportamento dindmico representado por meio das FRF’s utilizando a Teoria FSDT
fica comprometida.
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Figura 5: (a) FRF’s com a utilizagao de filtro obtido pela Teoria FSDT e com o aumento da espessura
das camadas compésitas (b) FRF’s com a utilizacdo de filtro obtido pela Teoria HSDT e com o
aumento da espessura das camadas compositas

5. CONCLUSOES

Foi realizada uma analise comparativa entre duas teorias das que sdo mais
utiizadas na modelagem de placas compdsitas. Pode-se perceber que a Teoria
FSDT apresenta limitagcbes quando aumenta-se a espessura das camadas de
material compdésito,
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Foi realizado um estudo das técnicas de modelagem numérico-computacional de
estruturas compostas laminadas incorporando tratamentos viscoelasticos
superficiais, para fins de atenuacao de vibracdes. Em particular, foi utilizada a Teoria
da Deformacdo de Ordem Superior a qual foi implementada em elemento
Serendipity de placa retangular contendo oito nds e onze graus de liberdade por né.
Para representar o comportamento dindmico do material viscoelastico em fungéo da
frequéncia de excitacdo e temperatura, foi utilizado o modelo do mdédulo complexo, o
qgual foi combinado com modelos de elementos finitos de sistemas estruturais
laminados do tipo placas planas laminadas.
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