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Resumo

As estimativas do tamanho e da forma das zonas plasticas (zp) a frente da ponta
das trincas tradicionalmente usadas na Mecanica da Fratura Linear Elastica (MFLE)
sdo baseadas na suposi¢cao de que o fator de intensidade de tensdes K; (ou Kj ou
K1) € o unico parametro necessario para descrevé-las. E é o tamanho da zp que
valida as previsbes da MFLE. Logo, aquelas estimativas sdo muito usadas na
pratica, em aplicacdes que vao da medi¢cao de tenacidade a identificagcao do tipo de
estado de tensdes. Mas quando se resolve adequadamente o problema da analise
de tensdes LE numa placa de Inglis, ou se analisa a placa infinita trincada usando
as tensbes geradas pela fungdo de Westergaard completa, verifica-se que aquelas
estimativas tradicionais subestimam significativamente a distancia da fronteira
elastoplastica a ponta da trinca. Isto ocorre porque aquelas solugdes ignoram a
influéncia da tensao nominal o, neste problema. Portanto é razoavel argumentar
que ignorar o erro associado com as estimativas tradicionais ao analisar pecas
trincadas ndo € uma pratica sensata.

Palavras-chave: Mecénica da fratura; Trinca; Zona plastica; Tensao nominal.

CRACK TIP PLASTIC ZONE SIZE AND SHAPE ESTIMATES INCLUDING
NOMINAL STRESS EFFECTS

Abstract

The size and shape estimates of the plastic zone (zp) ahead of a crack tip
traditionally used in the Linear Elastic Fracture Mechanics (LEFM) are based on the
supposition that the stress intensity factor K; (or K, or Ky is the only parameter
required to describe them. And it is the zp size which validates the LEFM predictions.
Thus, those estimates are very much used in practice, in applications going from
toughness measurements to stress state identification. However, when the LE stress
analysis problem in an Inglis plate is adequately solved, or when the cracked infinite
plate is analized using the stresses generated by the complete Westergaard
function, it is verified that those traditional estimates significantly underestimate the
distance of the elastic-plastic border to the crack tip. This occurs because they
ignore the influence of the nominal stress o, on the stress field, This fact has
important consequences, because it can be used to question the similarity principle,
one of the pillars of the mechanical design methods against fracture.
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1 INTRODUGAO

Usando apenas as tensdes LE geradas por K, a localizagdo da fronteira da zona
plastica em torno da ponta de uma trinca solicitada em modo |, zp(6), pode ser
estimada superpondo o efeito de todas as componentes de tensao por Tresca ou
Mises, e igualando o resultado a resisténcia ao escoamento Se. (19 Para visualizar
as varias fronteiras elastoplasticas das diversas zonas plasticas zp(6) que podem
ser estimadas, podem-se fazer os graficos zp.(6)/zpo = [f(6)]? por Tresca e por Mises
em tensdo plana, e repetir este exercicio em deformagao plana por zp.(6)/zpy, para
compara-las numa mesma escala. Desta forma, as zps de Mises e de Tresca em
modo | sdo dadas por:'?

Mises zp(c - plana) = (K2 /21 S2 )-cos?(6/2)- [1+ 3sin?(8/2)]
zp(e—plana) = (K,Z/ZTCSE-)-0082(9/2)-[(1—2v)2 +3sin?(9/2)] (1)

zp(c - plana) = (K? [21.SZ )-cos?(6/2) - [1+]sin(6/2)| ]2

cos?(6/2)-[1-2v +|sin(8/2)|]?, 16l < 61

sin® 0, 101> 6y =2sin"'(1-2v) 2)

Tresca 9 5
Zp(e - plana) = (K] /2nSE)-

Mas o desenvolvimento da solugdao de Irwin, a partir da fungcdo de tensido de
Westergaard

o, = o(x +a)N[(x +a)* —a’] = calN(2ax) = o\(za)N(27x) =K Al(27x) (3)

deixa claro que K, sé quantifica as tensdes quando x — 0. E por isso que,
estritamente falando, o campo LE de tensbes em torno das pontas das trincas
deveria ser sempre escrito como

oi(r — 0, 6) = [KiN(22r)] f(6) (4)

E por isso também que é preciso questionar os limites de K; como parametro
controlador das tensdes nos ligamentos residuais, pois neles as tensdes nominais
sdo maiores que as aplicadas na pega (e usadas no calculo de K; e nas estimativas
classicas das zps).

Por exemplo, numa grande placa de largura 2w com trinca central 2a sob tragéo o
perpendicular a trinca (que é a o, usada em K)), a tensdo nominal no ligamento
residual Ir é oy = o(1 —a/w), e é para este valor e ndo para o que oy(x — w, 0) deve
tender. Além disso, como ¢ = 0/Se < 3 na maioria das pegas reais, a fronteira
elastoplastica zp(r, 6) certamente n&o tem r — 0. Em suma, estimar o efeito de o, na
zp pode ser tarefa complexa, mas é claro que isto nao justifica a pratica comum de
ignorar estes efeitos, assumindo que K; descreve a zp independentemente da o,. O
uso indiscriminado de K; pode de fato gerar previsdes inapropriadas, ou até mesmo
inaceitaveis em varios casos importantes.

O problema é que muitas dessas previsbes sao usadas pela comunidade de
engenharia sem maiores questionamentos. Irwin, por exemplo, atacou o problema
do equilibrio transladando oy, a tensdo gerada por K, para compensar a perda de
forgca gerada pelo escoamento na zp. Mas a sua corregdo ndo basta para equilibrar
a forca aplicada na peca, uma vez que ela também ndo obedece a condicdo de
contorno. Por isso vale a pena estudar as limitacdes de K; com mais cuidado.
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2 INFLUENCIA DA TENSAO NOMINAL NO TAMANHO E NA FORMA DA ZONA
PLASTICA

Nao é dificil ao menos estimar o efeito da o, na forma e no tamanho das zps,
incluindo-a nos calculos das fronteiras elastoplasticas em o-plana e &-plana. Ao se
fazer isso, as zps ficam bem maiores do que as estimadas acima, e passam a
depender da geometria da peca e da trinca, e do tipo da carga. Por exemplo, sendo
x = K/N(2xr), a tensdo de Mises em o-plana quando se forca oy(x - o, 0) =on €
dada por:

OMisesg—pl = [(fo)2+ (Kfy+ Gn )2_ (fo)(Kfy+ on) + 3(foy)2 ]1/2 (5)
onde f,, f, e f,, sé&o as fungdes de 6 de Williams. O efeito de o, na zp de Mises em o~
plana é calculado igualando owises, o1 @ Sk, € resolvendo a equacdo para obter a
funcdo de @ que localiza a fronteira elastoplastica (Figura 1). E facil obter
expressoes similares para ouises €m &-plana (Figura 1) e para orresca €m o-plana e &
plana. Estas expressdes dependem da geometria da peca, pois incluem termos
independentes de K; (que ndo podem ser eliminados ao dividi-la por uma tenséo de
referéncia tipo owmises(0), como acontecia nos modelos anteriores). Como fatores de
seguranga ao escoamento 1.5 < ¢ < 3 sdo muito comuns na pratica, a influéncia da
tensdo nominal na forma e no tamanho das zonas plasticas ndo € apenas uma
curiosidade académica. Na realidade, € no minimo estranho que este efeito muito
significativo da o, na zp ndo seja devidamente enfatizado na literatura, uma vez que
€ a razao entre o tamanho da zp e as dimensdes tipicas da pega (da trinca a, do
ligamento residual Ir = w — a, da espessura t, etc.) que valida as previsbes da MFLE.

i 2 i 2
%fe“io de On elnlm = 908 - " zp B L& efelto de On emw o 490 ® 70 Zp =l&
Phises 120 0 27 S2 ZPnises 120 60 0 21 SZ
Zpy E . Tapy E
130 0 0 130 3 »
140 40 140 40
150 30 30
considerando op
160 0.01 20 160 20
170 10 170 10
180 trlnca 0 180
considerando op
190 350 190 350
" desprezando Gh e " desprezando o -
210 330 210 330
220 320 220 320
230 310 @ = 0.6 230 310 % = 0.6
240 SE 240 300 SE
250 290 250 290
Ki=cnvma W gy o-plana Kj=opvma W gy g-plana

Figura 1. O tamanho e a forma das estimativas das zps de Mises mudam muito quando se soma o;,
a o, de Williams, para forgar o, - o, longe da ponta da trinca 2a numa placa infinita solicitada em
modo | sob o-plana (esquerda) e ¢plana (direita).
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3 ESTIMATIVA DAS ZONAS PLASTICAS POR INGLIS

Para estimar de uma forma mais precisa o posicionamento da fronteira
elastoplastica numa placa infinita tracionada oy(x, y — «) = o, com uma trinca 2a
podem-se usar as solugdes de Inglis ou uma fungdo de Westergaard completa, pois
ambas consideram todas as condicbes de contorno do problema. Esta tarefa é
bastante trabalhosa, mas n&o é particularmente dificil. A solugdo de Inglis para o
campo de tensbes LE numa placa infinita tracionada com um furo eliptico central
pode descrever as tensdes numa placa infinita com uma trinca central. Para isto as
faces da trinca devem coincidir com o eixo maior do furo eliptico, cujo raio da ponta
deve ser a metade do CTOD. A solugdo de Inglis usa coordenadas ortonormais
eliptico-hiperbdlicas (¢, f), que mapeiam o plano através de elipses geradas pela
coordenada « e de hipérboles geradas por g, todas elas focadas em x = #c, as quais
sédo dadas respectivamente por:

x2/ cosh?a. + y2/ sinh?o. = ¢? (6)
x%/cos?B + y¥sin*B = c?

As coordenadas cartesianas (x, y) se relacionam as coordenadas eliptico-
hiperbdlicas («, p) por x = c-cosha-cosf e y = c-sinha-sinf. Os semi-eixos do furo
eliptico cuja fronteira € dada por a = apséo dados por a = c-coshape b =c-sinhay (.
b/a = tanh«y), sendo que ¢ = a/cosay, € o furo é descrito por:

x2/ cosh?ag + y2/ sinh?og = ¢? (7)
A componente o, da tensdo é perpendicular e a componente o3 € tangente as
elipses «, na diregdo em que £ varia, sendo assim analogas as componentes

polares o, e oy, respectivamente. No caso geral as tensdes na placa de Inglis sao
dadas por:

_ 1 Af(n+1)e "% cos(n+3)B + (n—1)e (M) cos(n -3 )8 -
% = (osh2e —coszpp " ("+Y (n+3)p+(n-1) (n-3)p

_[49—(n+1)a +(n +3)e(3‘”)°‘]cos(n +1)B +[4e(17n)a 4 (3—n)e*(”+3)°‘]cos(n —1)p}+
+B,{e (" ncos(n+3)B+(n+2)cos(n—1)B]— [(n+2)e")% 1 ng=(n+3)% jcos(n +1)8 }

- 1 A 713 —n)elM)% cos(n + 38— (n+3)e ("% cos(n —3)8 —
> (COShZoc—0032B)2; h{(3-1) (n+3)p—(n+3) (n-3)B

—[4e (Mo _(n_1)el3-M) [ cos(n +1)B+ [4e(T1)% 4 (n+1)e ("+3)% Jcos(n—1)B } -
—B,{e (Ve [ncos(n+3)B+(n+2)cos(n—1)B]— [(n+2)e™M% 4 ng=(M+3)% cos(n +1)B }

b= (cosh 2a. 1 cos 2B )? ;A"{(n ~ e sin(n + 3)p+ (n+1)e (" sin(n - 3)B -

—(n+1)e3 " ] sin(n+1)p— (n—1)e ("*3) Jsin(n — 1) } -
—B,{e "V nsin(n+3)B+(n+2)sin(n—1)B]— [(n+2)e(*"")% 1 ng~("+3)% 1 sin(n +1)B } (8)

Na placa sob tragcdo uniaxial o, perpendicular ao eixo a do furo eliptico, apenas
cinco constantes da série de Inglis ndo s&o nulas:

As =—on(1 +26°)/16 € A_s = 6,/16;
B = 0,6**/8, B_1 = on(1 + cosh2ay)/4 e B_3 = 0/8 (9)
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Como a borda do furo € uma superficie livre, o,(a = ag) = .5(a0 = cp) = 0, € como na
borda ap = atanh(b/a), a tensdo os(a = ap) tangente a borda do furo é dada por:

—200) o
_ _ 200 (1+e7%0) sinh209
op(a=00) = one { cosh2a — cos 2 1

(10)
Portanto, a tensdo os(a = ap) € maximizada nos pontos extremos do eixo 2a
perpendicular a carga o, aplicada na placa, nos quais cos28 =1 (e f=0ou 7x), onde:

2, . ga+b_a-b_
GﬁmaX_ezao (1+e 0)-smh20co_ __a-b a+bh " _4. 02
on cosh2og —1 72 Lg 5 b
b e g™ 200_a+b
§_tanhao_—eao+e—ao = e“%0= b

(11)

Desta forma, sendo p = b?/a o raio do furo eliptico nos dois extremos do seu eixo
maior 2a, perpendicular a tensdo nominal o:

bmax _ g, - 1,28 - 1+2\f
(12)

Supondo p = CTOD/2 = 2K/?/#E’SE, e sabendo que K; = o,(7a), pode-se escrever
que:

_2.c%-a a_ E'“SE __a_| E' SE
p= E.Sp =1+2 b-1+2 2-0,27 :b_ 2o of

(13)

Usando o fator de seguranga ao escoamento ¢= = Sg/o, ha equagao acima, chega-
se a:

b_ |2Se
o= ¢2 = o — plana
E
b_ |2Se(1-v?)
= 4)2 E , €—plana
E (14)

Substituindo as constantes dadas pelas equagdes (9) nas equagdes (8) para obter
as tensdes de Inglis na placa infinita trincada tracionada por o, pode-se agora
mapear a fronteira elastoplastica em torno da ponta da trinca com semi-eixos dados
por (14). Usando Mises em tenséo plana, para isto deve-se resolver a equagéo:

OMisess—pl = \/Gg + 0[23 G Op + 3’Caﬁ =SE (15)
A equacéo (15) pode ser resolvida numericamente para « e £ fixando primeiro uma
das variaveis, para achar o valor da outra que faz owmises = Se. Para obter estes
pontos em coordenadas polares, como mostrado na Figura 2, pode-se primeiro
transforma-los para coordenadas cartesianas (x,y) e destas para coordenadas
polares (r, 6). zp(K);) € a zona plastica tradicional, dada pela equacao (1), que so6
depende de K, e ndo considera o efeito de o, no tamanho e na forma da zp. No caso
de deformacao plana a tensdo de Mises em volta da ponta da trinca € dada por:

OMises;_pi =+/0-5[(Ga —0p )2 + (00 —62)? + (07 —op )2 ] + 312, = Sk (16)
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onde o; = Vo, + op). Algumas fronteiras elastoplasticas geradas a partir desta
equacéao estao mostradas na Figura 2.
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. Inglis Oj
Tngl! ¥4 > On
zpﬁlgsel: 120 50 Cn TPwiises Sk
T Zpg Sk “Po 08
o 038 3 <~
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0 180/
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Figura 2. Zonas plasticas em torno da ponta trinca modelada como um furo de Inglis com p =
CTOD/2, sob o-plana (esquerda) e &-plana (direita).

4 ESTIMATIVAS DAS ZONAS PLASTICAS POR WESTERGAARD

Para estimar as zps considerando o efeito da carga nominal na placa infinita
trincada, solicitada por uma tensao trativa uniaxial o, perpendicular a trinca Z2a,
deve-se trabalhar com a fungdo de Westergaard completa, sem usar a simplificagéo
de Irwin que gerou K; = o, W(7a). Assim, sendo i = V-1, z = x + iy, Z(z) = zow/(2* — &°)
e Z'(z) = -a’cn/(z° — a®)*?, onde Z(z) é a fungdo de Westergaard que resolve o
problema da placa submetida as tensbes nominais biaxiais ox(z — «) = oy(z - ) =
on, entdo as tensdes que atuam na placa sob tracéo uniaxial sdo dadas por:

ox =Re(Z)-yIlm(Z')-ocp
ox =Re(Z)+yIlm(Z’)

Ty =y Re(2) (17)
Como também acontece na série de Williams, pode-se somar um termo constante a
componente oy para obedecer as condi¢gdes de contorno neste caso. Reescrevendo
Z e Z’' em coordenadas polares centradas na ponta da trinca se obtém:

7= [a+(r'Cose)+i(f~8in6)].gn
\/[a+(r.cose)+i(r.s,-n9)]2 _ a2

7' = _32-0,,
{[a +(r.cose)+i(r.sin 9)]2 _a2}3/2

(18)

Para obter a estimativa da fronteira elastoplastica por Mises em o-plana “basta”
substituir (18) em (17) e usar uma equacao similar a (15) para obter:
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[Re( (a+r-cos0+i-rsinb)-cp ]—y/m[ 2.5, J_Gn n
J(a+r-cos0+i-rsin)? - a [(a+r-cose+i~rsin9)2—azf’/2 ]
+[Re{ (a+r-cos@+i-rsinB)-cp Jﬂ/lm[ -a2 .o, Jz
\/(:51+r-cose+i-rsin6)2—a2 [(a+r.cose+i~rsin9)2—32]3/2 |
| Re| _(atr-cos@+i-rsing)-op ]—ylm{ —a% o }cn .
\/(a+r-cos(9+i-rsine)2—a2 [(a+r-cose+i-rsin6)2—62]3/2
-_Re[ (a+r-cos6+i-rsinb)-cp j“’lm[ —a® o }Jr
. J(a+r-cos6+i-rsing)? - a? [(a+r-cose+i-rsin6)2—82]3/2
12
43 —yRe{ —a” o } ~Sg=0
[(a+r-cos0+i-rsin®)? —32]3/2

(19)

Esta equacao pode ser resolvida por métodos numéricos usando técnicas similares
as usadas anteriormente: para cada valor de 6, acha-se o valor de r que obedece a
condigédo expressa em (19), localizando assim a fronteira desejada. Este processo é
trabalhoso, mas pode ser repetido sem dificuldade no caso de deformacgao plana,
para gerar a Figura 3.

90

Westergaard Westergaard
szises 120 €0 On ZPises s 120
Zpy Sg Zp,

G-plana

IPg=s——> = Po 2
Po=3 2 20 0 Ki=0nv7a 2nsg

270

270

Figura 3. Zonas plasticas em torno da ponta trinca modelada usando a fungéo de tensao de
Westergaard completa, sob o-plana (esquerda) e &-plana (direita).

5 COMPARAGAO ENTRE AS SOLUGOES DE INGLIS E DE WESTERGAARD

A Figura 4 compara as zps estimadas por Inglis, supondo (i) que a trinca é um furo
de Inglis com raio de ponta igual a metade da abertura da ponta da trinca sob Kj; e
(i) usando a fungao de Westergaard completa, sem a simplificagdo que Inglis usou
para obter K;. A quase superposi¢ao destas duas curvas, que foram geradas a partir
de equacdes totalmente diferentes, certamente ndo é fortuita. Isto indica que o
grande efeito de o, na zp previsto pelas duas solug¢des é verdadeiro.
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Este ponto deve ser enfatizado. E o tamanho da zona plastica que valida as
previsdbes da MFLE. E é muito conveniente supor que este tamanho s6 depende de
K), como tradicionalmente € assumido em todos os livros-texto sobre este assunto.
Entretanto, tanto o tamanho quanto a forma da zp dependem também da magnitude
da tensdo nominal aplicada na placa. E com tensées nominais da ordem daquelas
normalmente usadas em componentes mecanicos, as zps estimadas considerando
o efeito de o, sdo muito maiores que a zp que depende apenas de K,. Além disso, o
efeito de o, depende também da forma da peca. Aqui sé se analisa a placa infinita,
mas o efeito do tipo da peca € no minimo tao importante quanto o de o;, e pode ser
usado para explicar uma série de incongruéncias nas previsées da MFLE.

90 a0
ZpMi.ses - 2 Zn =04 ZPmMises
Zpy

- 60 Se ZPy 120
Zp de .
In%lis
0
Zp de y

Westergaard

zp de
Westergaard

150

180

Zp de

réferéncia zp(Kp)
210 330
g—g =04
240 = 30 Zpy= 1 E%_ 240 300 81\)}]:513
o - plana 270 n s . Ki=GnvTa

Figura 4. Comparagéo entre as zps estimadas por Inglis e por Westergaard, sob o-plana (esquerda)
e gplana (direita).

E interessante notar que se pode forcar a coincidéncia das zps estimadas por Inglis
e por Westergaard simplesmente alterando a estimativa do entalhe de Inglis. Em

vez de forgar o raio da ponta p = CTOD/2, fazendo com que 0 semi-eixo menor b =
CTOD/2, obtém-se a Figura 5.

a0 o 50
Zpy; s n Zpy;: 3 Tp
Mises & Se TMises 60 S

Zp, Zpo

150 150

180

180

Zp de

. Zp de
referéncia

referéncia

210 330 210 330

.Zp de
Inglis
240 30 ¢« Zp de g—plana

P 240 300 « Zpde
o —plana 0 Westergaard v=03 We«s?ergaard
=u. 20

Zp de
. ln%li.s

Figura 5. Ajuste das zps de Inglis e de Westergaard sob tens&o plana (esquerda) e deformagao
plana (direita).
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6 CONCLUSAO

A tensédo nominal afeta significativamente o tamanho e a forma das zonas plasticas
a frente das trincas numa placa (infinita) de Inglis. Assim, ao contrario do
normalmente aceito e ensinado na literatura tradicional sobre a MFLE, as zps ndo
dependem apenas da magnitude do fator de intensidade de tensbes K. Este fato
tem consequéncias importantes, pois pode ser usado para questionar o principio da
similitude, um dos pilares do dimensionamento mecanico a fratura. Portanto, ele
deve ser melhor explorado e compreendido.
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