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Resumo 
Para o caso de metais, grande parte das propriedades desejadas no produto final 
está ligada a sua estrutura imediatamente após a solidificação. Portanto, o uso de 
modelos computacionais para simular o fenômeno de solidificação pode ser vital 
para a melhor compreensão do impacto de parâmetros do material e de parâmetros 
do processo na estrutura bruta de fusão, obtida imediatamente após a solidificação. 
Além do mais, todos os metais passam, pelo menos uma vez, pelo processo de 
solidificação, com exceção dos metais obtidos via tecnologia da metalurgia do pó. 
Consequentemente, nesse trabalho foram desenvolvidos dois tipos de 
implementação numérica para modelar e simular o crescimento dendrítico de cristais 
em meio a líquidos super-resfriados. Algumas implementações consideraram a 
presença da anisotropia com crescimento das dendritas secundárias e o encontro 
das interfaces de vários núcleos – impingement dos grãos – para o caso de 
solidificação de materiais metálicos policristalinos. Uma importante ressalva é que 
todas as simulações foram realizadas para o caso de substâncias puras, excluindo, 
assim, o caso de ligas. 
Palavras-chaves: Solidificação; Modelo do campo de fases; Materiais 
policristalinos. 
 

MODELING OF SOLIDIFICATION OF POLYCRYSTALLINE MATERIALS 
THROUGH PHASE-FIELD METHOD 

Abstract 
In case of metals, the most part of properties desired in finished products are linked 
with their inter structure immediately after the solidification. Therefore, the use of 
computational models in order to simulate the solidification phenomenon may be vital 
to greater comprehension of the impacts of material parameters and the impacts of 
process parameters in “as-cast structure”, obtained after the solidification. Besides 
this, all metals pass at least once in solidification process, except the metals obtained 
through powder metallurgy. Consequently, in the work was developed two types of 
numerical implementation in order to model and simulate the dendritic growth in 
crystals into undercooling liquid. Some implementations considered the presence of 
anisotropy with the growth of sidebranches and the interface shock between 
nucleuses (impingement of grains) present in solidification of polycrystalline metal 
materials. An important thing in this work is all simulations were made for case of 
pure substance, excepting, thus, alloys. 
Key words: Solidification; Phase-field model; Polycrystalline materials. 
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1 INTRODUÇÃO 
 

A aplicação de materiais à engenharia está intimamente ligada às propriedades 
desejadas no produto final. Para o caso dos metais, uma grande parte das 
propriedades desejadas no produto final está ligada a sua estrutura imediatamente 
após a solidificação,(1) também conhecida como estrutura “bruta de fusão”. 
A estrutura bruta de fusão é caracterizada por parâmetros como: espaçamento 
interdendrítico, perfil de segregação, tamanho de grão, porosidades, presença de 
precipitados, taxa de resfriamento e etc, que são vitais na determinação das 
propriedades mecânicas.(1) Além disso, conforme definido por Garcia,(1) todos os 
metais passam, pelo menos uma vez, pelo processo de solidificação, com exceção 
dos materiais obtidos via tecnologia da metalurgia do pó. Isso evidencia a relevância 
no estudo do processo de solidificação dos metais. 
Os materiais metálicos ao se solidificarem, segundo a precipitação de fase sólida em 
meio líquido super-resfriado, formam uma estrutura denominada estrutura 
dendrítica.(2) A Figura 1(3) mostra um exemplo desse tipo de estrutura. 
O crescimento da estrutura dendrítica acontece em uma direção principal com 
ramificações laterais, adquirindo, assim, a forma semelhante à árvore conhecida 
popularmente como “pinheiro”. 
Outro campo de estudo vastamente explorado pela engenharia de materiais é o 
modelamento matemático e computacional aplicado a fenômenos metalúrgicos. 
Alguns exemplos desse tipo de aplicação são: modelamento de crescimento de grão 
usando método de Monte Carlo,(4-6) modelamento de recristalização usando método 
de Autômato Celular,(7,8) modelamento de processos de redução de minérios de 
ferro,(9) entre outros. 
De forma não diferente, a modelagem computacional é também aplicada ao 
processo de solidificação(10-13) devido sua relevância dentro do processo de 
obtenção de materiais metálicos e estar presente também em processos de 
revestimento metálicos e refino zonal.(2) 
A fim de exemplificar essa modelagem no campo da solidificação, a Figura 2 
apresenta o crescimento dendrítico em 3D simulado por Kobayashi(14) para 
substância pura. 
Portanto, esse trabalho irá explorar dois métodos de implementação numérica com 
base no método do campo de fases (phase-field), para simular o processo de 
solidificação de materiais puros, considerando a solidificação de somente um núcleo 
na matriz e a solidificação de materiais policristalinos puros, semelhante ao proposto 
por Warren e Co-autores.(15) 
 

 
Figura 1. Crescimento da estrutura dendrítica.(3) 
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Figura 2. Simulação do crescimento dendrítico de substância pura em líquido super-resfriado.(14) 

 
2 MATERIAL E MÉTODOS 
 
2.1 Método do Campo de Fases (Phase-Field) 
  
O método do campo de fases se baseia na teoria do parâmetro de ordem proposta 
por Landau(16) e na teoria proposta de Cahn e Coautores como bem explorada por 
Emmerich.(17) Segundo essa formulação, define-se a chamada Variável do Campo 
de Fases (ϕ) que assume diferentes valores dependendo da posição, , no sistema. 
Nas metodologias de modelagem computacional baseadas nas propostas de 
Kobayashi(18) e Warren e Boettinger,(19) a variável do campo de fases pode assumir 
os seguintes valores: ϕ = +1, para a região sólida; ϕ = 0, para a região líquida; e 
valores 0 < ϕ < +1, para a região da interface entre o sólido e o líquido.  
Karma e Rappel(20) e também Provatas e Elder(10) alteram os domínios da variável do 
campo de fases para: ϕ = +1, para a região sólida; ϕ = -1, para a região líquida; e 
valores de -1 < ϕ < +1, para a região da interface entre o sólido e o líquido. 
Independente do domínio da variável do campo de fases, a formulação do parâmetro 
do funcional de energia (F), para o caso de solidificação de substâncias puras, é 
igual. Detalhes da formulação do funcional de energia e a sua relação com a variável 
do campo de fases e com o campo de energia foi discutida em detalhes por 
Provatas e Elder.(10) 
De uma maneira simplificada, o método do campo de fases aplicado em solidificação 
de substâncias puras se resume, principalmente, na solução numérica de equações 
diferenciais parciais da variável do campo de fases e do campo de energia. 
As principais equações que descrevem o método do campo de fases, aplicado em 
solidificação de substância pura, estão descritas na Equação 1 (equação diferencial 
parcial da variável do campo de fases) e na Equação 2 (equação diferencial parcial 
do campo de energia térmica). 
 

² ′ ,  (1) 

²  (2) 

Onde: τ é caracterizado como a escala de tempo do modelo, Wϕ é a espessura da 
interface, L é o calor latente de fusão para reação líquido-sólido, T é a temperatura, 
Tm é a temperatura de fusão, H é a densidade de entalpia local, D é a difusividade 
térmica e cp é o calor específico à pressão constante. 
O termo η′ x, t  representa o ruído gerado na região da interface sólido-líquido. 
Karma e Rappel(20) consideram que esse ruído segue uma distribuição aleatória 
normal com média igual a zero e variância relacionada aos parâmetros do 
material.(20) Contudo, Warren e Boettinger(19) consideram o ruído como função de um 
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número aleatório (r) gerado entre -1 e +1, e como função da variável do campo de 
fases. A proposta equação proposta por esses autores está descrita pela Equação 3. 
 

, 16 	 	 1  (3) 
Onde: α representa a amplitude do ruído (dado de entrada na modelagem). 
Esse ruído é imposto na região interface sólido-líquido a fim de promover o 
crescimento das dendritas secundárias. 
As funções g’(ϕ), P’(ϕ) e h’(ϕ) são definidas, segundo Provatas e Elder,(10) como: 
 

³ (4) 

1 ²  (5) 

1
2
  (6) 

Além das equações e considerações acima, é importante mencionar que os 
parâmetros τ e Wϕ são influenciados pela anisotropia. Portanto, esses parâmetros 
são função de um ângulo θ, na qual pode ser definido pela Equação 9. 
O ângulo θ é entre a normal da interface sólido-líquido do modelo e o eixo de 
referência do sistema. 
 

 (7) 
 (8) 

arctan	  (9) 

Conforme descrito nas Equações 7 e 8, os termos τ e Wϕ são definidos segundo 
uma função de anisotropia que varia com a variável θ conforme abaixo: 
 

1 cos 4  (10) 
Onde:  é o grau de anisotropia da tensão superficial. 
Para realização da simulação desse tipo de modelamento é necessário gerar a 
condição básica de solução das equações diferenciais propostas. Essa condição se 
caracteriza pela existência de uma região já solidificada, com ϕ = +1, uma região 
completamente líquida, com ϕ = -1 e a região da interface sólido-líquido, com -1 < ϕ 
< +1. 
Portanto, sempre que se inicia a simulação, gera-se um núcleo inicial já solidificado 
em alguma região da matriz que caracteriza o líquido super-resfriado. A geração 
desse núcleo sólido satisfará as condições básicas e necessárias para o 
desenvolvimento da simulação, que é a existência de região sólida, líquida e da 
interface sólido-líquido. 
Usando as equações descritas acima, bem como as considerações como dados de 
entrada e geração inicial do núcleo(s), tornou-se possível desenvolver um modelo 
computacional do campo de fases para solidificação de substâncias puras usando 
métodos numéricos de discretização de equações diferenciais parciais.(21,22) 
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3 RESULTADOS 
 
3.1 Modelo do Campo de Fases para o Crescimento de Um Núcleo 
 
São apresentados na Figura 3 um comparativo apresentados por Kobayashi(18) e os 
resultados obtidos pelo modelo desse trabalho. 

 
K = 1.2 

 

(a.1) (b.1) 
K = 1.6 

 
 

(a.2) (b.2) 
K = 2.0 

 
(a.3) (b.3) 

Figura 3. (a.1-3) Resultados apresentados por Kobayash;i(18) (b.1-3) resultados do presente trabalho. 
Sendo K a variável do calor latente adimensional. 

 
Uma importante ressalva é que em ambos os modelos todos os parâmetros de 
entrada possuíam valores adimensionais e iguais. 

2972



De forma semelhante, a fim de explorar o modelo proposto por Karma e Rappel(20) e 
também por Provatas e Elder,(10) gerou-se um modelo de solidificação de somente 
um núcleo, porém sem a utilização de ruído na interface para a ocorrência do 
crescimento da secundária. A Figura 4 apresenta os principais resultados. 
 

Variável do campo de fases     Variável do campo de fases Campo de energia 
    

(a)     (b) 
Figura 4. Resultados das simulações usando o modelo proposto Karma e Rappel(20)  e Provatas e 
Elder.(10) Ângulo inicial de rotação para o crescimento dendrítico(θ0): (a) 0º ; (b) 45º. Todas as 
simulações sem aplicação do ruído. 

 
3.2 Modelo do Campo de Fases para o Crescimento de Vários Núcleos 
 
A Figura 5 trás os resultados obtidos para o caso de modelagem de vários núcleos 
na matriz, porém sem a geração do ruído na interface e sem influência da 
anisotropia. Os resultados aqui obtidos foram baseados no modelo proposto por 
Kobayashi.(18) 

 
t = 3.000 t = 3.500 

  
t = 4.000 t = 5.000 

 
Obs: Os tempos estão em loops de simulação. 
Figura 5. Modelo de solidificação de substância policristalina ausente de anisotropia e de ruído 
contendo 4 núcleos (um em cada vértice). 
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4 DISCUSSÃO 
 
4.1 Modelo do Campo de Fases para o Crescimento de Um Núcleo 

 
Pode-se observar pela Figura 3 que o modelo desenvolvido nesse trabalho gerou 
resultados muito semelhantes aos obtidos, anteriormente, por Kobayashi.(18) Isso é 
evidenciado quando se comparam as figuras da referência 18 com as figuras obtidas 
nos resultados do modelo desenvolvido nesse trabalho. Como todas são geradas 
por valores de entrada adimensionais, os resultados são também adimensionais. 
Uma ressalva importante é que nesse tipo de modelagem e de implementação 
numérica, a variável do campo de fases, ϕ, varia no seguinte domínio: 0 < ϕ < +1. 
A fim de explorar a outra metodologia de modelamento e implementação numérica, 
proposta por Karma e Rappel(20) e também por Provatas e Elder,(10) na qual a 
variável do campo de fases, ϕ, varia no domínio entre -1 < ϕ < +1, gerou-se um 
modelo, sem implementação do ruído presente na interface, porém considerando a 
anisotropia do modelo. 
Observando a Figura 4, considera-se, de fato, que a metodologia proposta por 
Karma e Rappel(20) e também por Provatas e Elder(10) é eficiente na geração de 
modelos computacionais que simulem o crescimento dendrítico, apesar de não ter 
sido explorado nesse trabalho a implementação com o ruído na interface, na qual 
daria origem as braços secundários dendríticos. 

 
4.2 Modelo do Campo de Fases para o Crescimento de Vários Núcleos 
 
No modelo implementado nesse trabalho, não foram consideradas a anisotropia do 
crescimento dendrítico e nem a geração do ruído presente na interface sólido-
líquido. Contudo, baseando-se na metodologia proposta por Kobayashi,(18) 
implementou-se um modelo computacional que simulasse o crescimento de quatro 
núcleos simultaneamente, a fim de que com essa proposta, o modelo gerasse 
resultados semelhantes aos observados em policristais. 
Considerando-se os resultados apresentados por Warren e Coautores(15) e 
apresentados abaixo na Figura 6, observa-se semelhança entre os resultados. 
Assim, é evidente que esse trabalho está sendo conduzindo na direção correta para 
obter um sólido modelo que simule a solidificação de materiais policristalinos puros. 

 

  
Figura 6. Resultados apresentados por Warren e Coautores(15) na geração de modelos de campo de 
fases aplicados a solidificação de policristais puros. Para esse caso, não considerou-se a geração de 
ruído na interface e nem a influência da anisotropia. 
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5 CONCLUSÃO 
 
Pelos resultados observados nesse trabalho, pode-se concluir que ambas as 
metodologias propostas para implementação numérica de modelos de solidificação 
usando o método de campo de fases são consistentes. A metodologia proposta por 
Kobayashi(18) e Warren e Boettinger,(19) na qual variável do campo varia no domínio 
0 < ϕ < +1 apresentaram bons resultados, conforme discutido acima. Além disso, a 
metodologia proposta por Karma e Rappel(20) e por Provatas e Elder(10) é também 
muito eficiente. Nessa última, a variável do campo de fases, ϕ, varia no domínio de   
-1 < ϕ < +1. 
O modelo de Kobayashi(18) difere do modelo de Karma e Rappel(20) não somente 
quanto a definição da faixa de valores em que o campo de fases (phase-field) varia. 
Uma diferença mais importante é a possibilidade de se obter, no modelo de Karma e 
Rappel,(20) resultados quantitativos para valores de espessura da interface bem 
superiores ao chamado comprimento de capilaridade. Isso permite a obtenção, via 
campo de fases de resultados coincidentes com aqueles de um tratamento do tipo 
sharp-interface, com uma malha numérica bem mais grosseira que aquela 
empregada em tratamentos prévios. Além disso, o modelo de Karma e Rappel(20) 
torna possível, de fato, eliminar, via ajuste dos parâmetros de entrada, o 
resfriamento cinético na interface, o que garante o equilíbrio local na ponta da 
dendrita. 
Um outra importante conclusão observada é que a implementação numérica de 
modelos de solidificação de policristais puros, usando o método do campo de fases, 
é viável de serem desenvolvidas e reproduzidas. Isso foi evidenciado pelos 
resultados obtidos no modelo que simulou a solidificação de quatro núcleos 
simultaneamente. 
Dessas considerações, conclui-se também que, em trabalhos futuros, pode-se 
desenvolver e explorar um modelo de solidificação policristalino que considere a 
questão anisotrópica presente em cada núcleo e a geração de ruído nas interfaces 
sólido-líquido. Assim, tais modelos, podem gerar resultados mais próximos aos 
observados em práticas experimentais. 
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