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Resumo  

 
 

Um modelo matemático do processo de laminação à quente é proposto com o objetivo 
de se determinar parâmetros úteis na operação do trem de acabamento como cargas 
de laminação e temperaturas. Este modelo prevê o comportamento local de variáveis 
importantes no processamento termomecânico, a saber, taxa de deformação efetiva e 
estados de tensões e deformações. O processo de laminação a quente é descrito pelas 
equações de transporte de energia, massa e momentum em regime estacionário. 
Para este objetivo, uma formulação não-Newtoniana e uma descrição Euleriana foram 
adotadas em conjunto com o Método de Volumes Finitos (MVF). Os campos de 
deformação e taxa de deformação são obtidos a partir da solução dos campos de 
pressão e velocidades e fornecem em conjunto com o campo de temperaturas e, 
uma equação constitutiva, a viscosidade aparente do material permitindo, deste modo, 
determinar-se as tensões e a carga de laminação. As previsões numéricas foram 
comparadas com as cargas de laminação e temperaturas medidas para o acabamento 
de um aço baixo carbono em um trem de sete cadeiras. Os resultados mostram que 
as previsões de cargas dependem essencialmente da equação constitutiva do material, 
a qual, por sua vez, deve descrever não somente os efeitos da deformação, taxa de 
deformação e temperatura mas, considerar do mesmo modo a sua dependência na 
evolução microestrutural durante o processo de laminação a quente.  
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1. Introdução 

 O modelamento do processo de laminação a quente de aços é uma tarefa árdua. 
Além do acoplamento existente entre os fenômenos de transporte de momentum e 
energia e o comportamento do material, as condições de contorno para resolver estas 
equações na superfície de contato entre o cilindro de trabalho e placa ou tira são muito 
difíceis de se estabelecer precisamente. Ainda, gradientes acentuados de deformação, 
temperatura e taxa de deformação podem existir próximo a esta região de contato e 
contradizem, portanto, a hipótese de deformação homogênea usualmente adotada no 
método das fatias. Diversos trabalhos tem sido propostos em busca de descrever 
melhor tanto o processo como os fenômenos decorrentes da deformação a quente [1-8]

. 
O modelo matemático pode estar limitado a região de mordida, isto é, entre os cilindros, 
onde ocorrem redução de espessura, troca de calor por condução no contato e, 
por conseguinte, um efeito notável de resfriamento na superfície da placa ou da tira [1-4] 
ou ainda, ser do tipo integrado considerando desde o acoplamento termomecânico, 
incluindo a evolução microestrutural, portanto, a previsão de propriedades mecânicas, 
até a determinação da vida útil e desgaste do cilindro [5-8].  
 A técnica numérica comumente adotada na simulação de processos de laminação 
a quente e a frio é o Método de Elementos Finitos (MEF), o qual pode ser classificado 
em formulações sólida e fluída respectivamente em função da consideração ou não das 
deformações elásticas [1]. Nestes processos, é razoável assumir-se que a parcela 
de deformação elástica é desprezível em comparação com a de deformação plástica. 
Esta consideração pode ser desenvolvida pela analogia entre o escoamento plástico 
de um corpo sólido e o escoamento incompressível de um fluído não-Newtoniano. 
Tal abordagem é atrativa, principalmente do ponto de vista custo computacional, 
quando realizada por intermédio das equações de transporte, a saber, energia, massa e 
momentum em regime estacionário e, em particular, quando empregadas em conjunto 
com o Método de Volumes Finitos (MVF).  
 Esta abordagem é adotada no presente trabalho em prosseguimento a estudos 
anteriores realizados no Programa de Pós-graduação em Engenharia Metalúrgica da 
Universidade Federal Fluminense[9-10]. Primeiramente, são apresentadas as equações 
constitutivas e as equações de governo para o caso geral, isto é, em 3 dimensões (3D) 
contrariamente aos trabalhos iniciais realizados em 2D. Em seguida, são apresentadas 
as comparações entre as previsões numéricas obtidas com este modelo e os valores 
medidos de cargas de laminação e temperaturas para o acabamento de um aço baixo 
carbono em um trem de sete cadeiras. Os resultados mostram que as previsões 
de cargas de laminação dependem essencialmente da equação constitutiva do material, 
a qual, por sua vez, deve considerar não somente os efeitos da temperatura, 
deformação e taxa de deformação mas descrever do mesmo modo a sua dependência 
em relação a evolução microestrutural durante o processo de laminação a quente.  
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2. Modelamento  

2.1 Equações constitutivas  

 O comportamento material do metal é considerado como rígido-viscoplástico em 
analogia com o escoamento de um fluido incompressível não-Newtoniano, isto é, 
baseado em uma formulação fluida [1]. Nos processos de laminação de tiras a quente, 
as propriedades finais desta dependem essencialmente dos campos de deformação, 
taxa de deformação e temperatura. Adotando-se a hipótese de pequenas deformações, 
a taxa de deformação total !!  pode ser decomposta de maneira aditiva em duas partes, 
a saber, uma elástica e!!  e uma viscoplástica vp!! : 

vpe !!! !!! +=  (1) 
Nestes processos de conformação, as deformações elásticas são geralmente muito 
pequenas em comparação com a deformação plástica e podem ser então desprezadas. 
As componentes da taxa de deformação total são determinadas pela modelo 
viscoplástico de Perzyna em conjunto com a lei associada de escoamento [1,2] :  

ij
ij "

F(F)#! ∂
∂φ=!  (2) 

onde γ é um parâmetro de viscosidade, F é a função de escoamento e 0(F) =φ  
quando 0F <  e (F)φ=  quando 0F ≥ . F é definida pelo critério de von Mises : 

eijij "SS2
3F −=  (3) 

onde ijS  são as componentes desviadoras do tensor de Cauchy ij"  e e"  é uma medida 
de tensão de escoamento do material.  
 Por outro lado, o comportamento de um fluido Newtoniano isotrópico e linear 
relaciona as componentes de tensões desviadoras com as taxas de deformação total 
através da viscosidade $  :  

ijij !2$S !=  (4) 
 Introduzindo em um primeiro tempo a definição de taxa de deformação efetiva no 
sentido do critério de von Mises 

ijij !!3
2! !!! =  (5) 

e assumindo, em seguida, que (F)φ  seja uma função exponencial n(F)  e que o material 
esteja sempre em escoamento viscoplástico, isto é, que 0(F)n > , é possível determinar 
uma expressão para a viscosidade a partir das equações (2-5) : 

!3
#)!("$

n1
e

!

!+=  (6) 

 É interessante observar que o caso da plasticidade ideal é obtido quando ∞=#   

!3
"$ e
!=  (7) 

e que ainda assim o comportamento do material pode ser definido em função do estado 
do fluido pois a tensão de escoamento depende, de um modo geral, da temperatura, 
deformação e taxa de deformação efetivas acumuladas durante a laminação a quente. 
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Uma vez determinada a viscosidade aparente µ (7), as componentes do tensor de 
tensões de Cauchy são obtidas sabendo-se que este pode ser decomposto em uma 
componente desviadora S e uma componente hidrostática p I, ou seja,  

ijijijijij p%!2$p%S" −=−= !  (8) 
onde as taxas de deformação são determinadas a partir do movimento do fluido, isto é, 
do campo de velocidades u. Em analogia com pequenas deformações infinitesimais e 
em um sistema cartesiano de coordenadas xi (i = 1,2,3), estas taxas são definidas por : 
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2.2 Equações de transporte 

 A determinação do campo de temperaturas é realizada através da resolução 
equação de balanço de energia em regime estacionário : 
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onde ρ é a densidade, !" é o calor específico, K a condutividade térmica do material. 
O termo fonte S corresponde ao calor gerado pelo trabalho de deformação plástica 
determinado pela integral no elemento de volume dV considerado no domínio, isto é : 

dV!"
J
'S

V ijij'= !  (11) 

onde #  é a fração de trabalho convertido em calor (90%) e J é o equivalente mecânico.  
 Por outro lado, o campo de velocidades ui e a pressão p são determinados através 
da resolução das equações de balanço de momentum, isto é, de Navier-Stokes, 
correspondentes ao caso de um escoamento incompressível e em regime estacionário : 
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em conjunto com a equação de continuidade 

0x
u

i

i =∂
∂

 (13) 

2.3 Método de solução 

 As equações de transporte foram discretizadas através do MVF para o caso 
tridimensional em um domínio arbitrário, i.e., não-ortogonal. A malha de volumes finitos, 
mostrada na Figura 1, é gerada com o auxílio da técnica “Body Fitted Coordinate” [11]. 
Nesta figura, na área representada pelo segmento AE é prescrita a temperatura de 
entrada como sendo homogênea. Nas superfícies livres EI e FS são estabelecidas 
condições de contorno de contorno de convecção, coeficiente de transferência de calor 
h = 12.500 W/m2 K, e radiação, emissividade ε = 0,7. Na superfície de contato IF, 
considerou-se uma transferência de calor Newtoniana com um coeficiente de contato 
hN = 50.000 W/m2 K. Por último, na superfície AB é considerado um plano de simetria. 
Em todos os casos, um perfil de velocidades uniforme é imposto na superfície de 
entrada AE sem a necessidade de se estabelecer um perfil prévio de velocidades na 
região de contato, ou seja, este perfil é obtido em função da conservação de massa. 
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Figura 1 – Malha de volumes finitos e superfícies de contorno. 

3. Resultados e discussão  

 No que se segue, são comparados as previsões numéricas e os valores medidos 
da carga de laminação e temperaturas entre passes obtidos para o acabamento de um 
aço baixo carbono em um trem de 7 cadeiras[9]. O esboço entra no trem de acabamento 
com uma espessura de 35, 4 mm a uma temperatura de 984,7 oC na superfície saindo 
com uma espessura de 3,90 mm e uma temperatura superficial de 911 oC. 
 O comportamento do material é descrito pela equação constitutiva de Hadjuk [2] :  

!!T0e KKKK" !=  (14) 
Nesta equação 0K  é um coeficiente de resistência e TK , !K  e !K !  descrevem 
respectivamente a influência da temperatura T, deformação efetiva acumulada !  e 
taxa de deformação efetiva !! na tensão de escoamento, definidos por :  

T)mexp(AK 11T −=  
2m

02! )!(!AK +=  
3m

3! !AK !! =  

(15) 

onde 0!  é uma a pré-deformação efetiva e 1A , 2A , 3A , 1m , 2m  e 3m são constantes. 
Em razão do comportamento termomecânico do material analisado neste trabalho não 
ter sido caracterizado experimentalmente, os valores destas constantes foram tomados 
como valores típicos para um aço baixo carbono [2] : 166,2K0 =  MPa, 4,0=0! , 

17,07A1 = , 1,647A2 = , 0,789A3 = , 0,00284m1 = , 0,217m2 = e 0,104m3 = . 
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 A Figura 2 mostra as distribuições de temperaturas previstas para a primeira e   
última cadeiras de laminação. Em razão da refrigeração dos cilindros de trabalho, 
observa-se uma queda acentuada de temperatura na vizinhança de contato com a tira 
ao passo esta aumenta em direção a eixo de simetria devido essencialmente ao 
trabalho de deformação plástica, conforme visto para a primeira cadeira (Fig. 2.a). 
Entretanto, a temperatura decresce continuamente ao longo dos passes conforme 
evidenciado na última cadeira (Fig. 2.b).  
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Figura 2 – Distribuição de temperaturas nas (a) primeira e (b) última cadeiras de acabamento (0C). 
 
 As Figuras 3.a e 3.b mostram respectivamente as distribuições de temperatura, 
velocidade tangencial e tensões segundo o plano X1X3 determinadas na superfície da 
tira para a primeira cadeira de laminação. Por um lado, nota-se que a temperatura 
decresce bruscamente na entrada até a região correspondente ao arco de contato com 
o cilindro e se recupera, em seguida, em razão sobretudo da condução interna de calor. 
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O perfil de velocidade, por sua vez, aumenta continuamente no arco em função da 
conservação de massa. Por outro lado, embora o contato entre a tira e o cilindro não 
tenha sido considerado neste trabalho, a inversão do sinal da tensão de cisalhamento, 
mostrada na Fig. 3.b, assinala que as componentes de forças tangenciais mudam 
igualmente de sentido e se anulam numa região na qual pode ser admitido que as 
velocidades da tira e do cilindro são idênticas, isto é, na região correspondente ao 
ponto neutro.  
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Figura 3 – Distribuição de (a) temperatura e velocidade e (b) tensão normal, tensão de cisalhamento e 
pressão ao longo do arco de contato determinadas na primeira cadeira de acabamento. 

 A Figura 4 mostra a tensão de escoamento em função da cadeira de laminação. 
Esta tensão de escoamento, determinada a partir da Eq. (14), aumenta sensivelmente 
na região do arco de contato devido ao efeito do aumento da taxa de deformação 
efetiva em decorrência das reduções crescentes de espessura da tira. Entretanto, 
deve ser mencionado que o presente modelo não considera a recristalização que 
ocorre na região de deformação tampouco entre as cadeiras de laminação. 
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 Figura 4 – Tensão de escoamento em função da cadeira de laminação.  
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 As previsões numéricas determinadas para as 7 cadeiras de acabamento são 
comparadas na Tabela 1 com os resultados de cargas de laminação e temperaturas 
medidos no processo industrial. Verifica-se que o modelo prevê de maneira acurada os 
parâmetros carga de laminação e temperatura média de saída para todas as cadeiras. 
O erro percentual ficou abaixo de 1,0% para a carga de laminação enquanto que a 
previsão da temperatura média de saída fornece um erro médio abaixo de 10%.  
 
Tabela 1. Comparação entre as previsões determinadas com o modelo proposto e os valores de carga de 
laminação e temperaturas superficiais entre cadeiras medidos no acabamento de aço baixo carbono. 

Cadeira # 1 # 2 # 3 # 4 # 5 # 6 # 7 

Redução de 
espessura [%] 30 30,9 31,8 28,4 26,8 23,2 15,2 

Carga [MN] 
calculada 12,65 12,98 13,31 10,56 10,40 8,97 5,78 

Carga [MN] 
medida 12,69 13,07 13,40 10,65 10,50 9,09 5,79 

Erro [%] 
carga 0,31 0,68 0,67 0,8 0,9 1,3 0,17 

Temperatura 0C 
de saída calculada 954,3 852,4 847,2 842,3 859,4 877,4 814,5 

Temperatura 0C 
de saída medida 876,8 891,0 876,7 904,9 925,1 903,1 911,0 

Erro [%] 
temperatura 8,8 4,3 4,2 9,9 7,1 2,8 5,0 

 

4. Conclusões 
 Neste trabalho o processo de laminação a quente foi analisado empregando-se 
a analogia com o escoamento de um fluido incompressível não-Newtoniano através 
das equações de transporte em conjunto com o Método de Volumes Finitos (MVF). 
As previsões numéricas do modelo proposto foram comparadas com medidas 
industriais correspondentes a laminação de acabamento para um aço baixo carbono. 
No que se refere a previsão de parâmetros de processo como cargas de laminação e 
temperaturas entre cadeiras, os resultados obtidos forneceram erros percentuais muito 
satisfatórios, a saber, 1,0% para cargas e um erro médio para temperaturas de ≅ 10%. 
Do ponto de vista computacional, o MVF apresenta como principal vantagem os tempos 
acessíveis de cálculo da ordem de 10 minutos por cadeira para um processador tipo 
Pentium IV 2.8 GHz com 2 Gb de memória RAM. No tocante a processo e fenômenos, 
os efeitos de recristalização durante a deformação e entre as cadeiras assim como os 
valores estimados do coeficientes de transferência de calor devem ser descritos a partir 
de ensaios experimentais de laboratório, como torção a quente, e medidas de campo. 
Do ponto de vista modelamento, é possível ainda considerar um método de correção da 
viscosidade aparente em conjunto com um remapeamento da malha de volumes finitos 
e estender a formulação adotada para o caso geral de elasto-viscoplasticidade.  
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Abstract  

 
 

A mathematical model for the hot rolling process is proposed so as to determine useful 
parameters in the finishing mill operation such as the rolling loads and temperatures. 
This model predicts the local behavior of important variables in the thermomechanical 
processing, namely, the effective strain-rate as well as the stress and strain states. 
The hot rolling process is described through the transport equations of energy, mass 
and momentum in the steady regime. For this purpose, a non-Newtonian formulation 
and an Eulerian description are adopted together with the Finite Volume Method (FVM). 
The strain and strain-rate fields are obtained from the pressure and velocities fields 
solutions and provide together with the temperature fields and, a constitutive equation, 
the apparent viscosity of the material allowing, in this way, to determine the stresses 
and the rolling load. The numerical predictions have been compared with the measured 
rolling loads and temperatures for the finishing of a low carbon in a seven-stand mill. 
The results show that the load predictions depend mainly upon the material constitutive 
equation which, in turn, should describe not only the effects of strain, strain-rate and 
temperatures but take into account as well its dependence upon the microstructural 
evolution during the hot rolling process.  
 
 
Keywords: Transport Equations – Finite Volume Method (FVM) – Mathematical 
Modeling – Hot Rolling. 
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