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Resumo

Baseando-se na teoria dos Average N-hedra, onde os graos metalicos sao tratados
como poliedros simétricos de faces curvas, Rios e Glicksman obtiveram equacdes
analiticas para distribuicdo do numero de faces por grdo e para a raiz cubica do
volume por gréo. Estas distribuicbes analiticas foram comparadas as distribui¢cdes
correspondentes obtidas neste trabalho por simulagdo computacional utilizando o
método de Monte Carlo. A densidade de probabilidade do numero de faces analitica
e simulada apresentam concordancia razoavel. Ja a distribuicdo da raiz cubica
normalizada do volume analitica e simulada ndo apresentam uma concordancia tao
boa embora haja uma melhora em relagdo a concordancia obtida com a teoria
tradicional de Hillert. Um resultado melhor foi obtido por Rios e Glicksman quando a
metodologia foi aplicada a simulagéao de Wakai que utilizou o método do “surface
evolver’. A razdo pela qual a teoria da um melhor resultado com o método de
simulagcdo de Wakai et al. do que com a de Monte Carlo ndo esta clara mas
provavelmente esta relacionada a melhor representacdo geométrica dos gréos
gerados pela simulagao utilizando o “evolver” do que a simulagéo utilizando Monte
Carlo.
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COMPARISON OF GRAIN SIZE AND NUMBER OF FACES PER GRAIN DISTRIBUTION
OBTAINED BY AN ANALITYCAL METHOD AND BY MONTE CARLO SIMULATION

Abstract

Based on the theory of average N-hedra where the grains are represented as symmetrical
polyhedra with curved faces, Rios and Glicksman obtained analytical distributions for the
number of faces per grain and of the cubic root of the volume per grain. These analytical
distributions were compared to the correspondent distributions obtained in this work by
computer simulation using the Monte Carlo method. The analytical and simulated probability
density function of the number of faces per grain show reasonable agreement. However, only
fair agreement occurs between the analytical and simulated distributions of the cubic root of
volume per grain. Although the agreement is slightly better than the agreement obtained with
Hillert's distribution. A better result was obtained by Rios and Glicksman when the same
methodology was applied to the simulation of Wakai et al. who used the surface evolver
methodology. The reason why the theory gives a better agreement with evolver than Monte
Carlo simulation is not fully clear but it is likely to be related to the better geometric
representation of the grains generated by the evolver than by the Monte Carlo simulation.
Key words: Microstructure; Grain growth; Analytical methods; Polycrystals.
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1 INTRODUGAO

Quando a recristalizagdo primaria se completa, o sistema ndo esta
completamente em seu estado de equilibrio energético, pois, ainda ha a energia livre
associada as interfaces ou contornos de grao. Esta energia livre interfacial decresce
a medida que ocorre o crescimento de grao.

O crescimento de grao é um fendmeno de fundamental importancia nos
estudos de engenharia e ciéncia dos materiais, por isso, tém sido desenvolvidos
modelos computacionais que simulam o crescimento de grdo. O modelo
apresentado neste trabalho simula o Crescimento de Gréo pelo Método de Monte
Carlo (MMC)."® O MMC simula o crescimento de grdo minimizando um
Hamiltoniano que representa a energia livre interfacial do sistema. Como é de se
esperar, o crescimento dos graos em um determinado volume estudado - que
permanece constante durante a analise - ocorre da forma que determinados gréos
crescem a custa de outros reduzindo assim o numero total de graos presentes.

Os gréos sao tratados nesse trabalho como poliedros simétricos de faces
curvas® denominados average-N-hedra ou ANHs. A utilizagdo destes poliedros
substitui a aproximagao tradicional que consiste em supor que 0s graos sejam
esféricos. A grande vantagem desta abordagem é que, ao contrario da aproximagao
esférica, propriedades topoldgicas, tais como, numero de faces por grdo sé&o
preservadas. Neste trabalho, utilizando-se o MMC, foram obtidas as distribuigcdes de
frequéncia/densidade de probabilidade da raiz cubica normalizada do volume (o que
€ equivalente ao “raio” do grao) e a distribuicdo do numero de graos com N faces.
Estas distribuicdes foram comparadas com distribuicdes obtidas por método
analitico baseado nos average-N-hedra por Rios e Glicksman.®

2 SIMULAGAO COMPUTACIONAL PELO METODO DE MONTE CARLO.

O Método de Monte Carlo!"? aplicado ao crescimento de grdo em 3D é
modelado gerando inicialmente uma malha cubica (matriz) de 300 x 300 x 300,
totalizando 27.000.000 de pontos. Uma descricdo detalhada do procedimento
empregado na simulacdo pode ser encontrado na literatura.!”

Das microestruturas 3D simuladas podem ser extraidas todas as informacgdes
a respeito da geometria e distribuigdes utilizadas abaixo.

3 TEORIA DE RIOS E GLICKSMAN®4

A seguir, sera descrita a analise das distribuicbes de numero de faces por
grao e tamanhos de grdao baseada em trabalho recentemente desenvolvido e ainda
ndo publicado por Rios e Glicksman.”. Esta analise consiste em obter certos
parametros da propria simulacao e utiliza-los para obter, por métodos analiticos, as
distribuicbes de numero de faces por grao e tamanhos de grédo. Rios e Glicksman
partem da premissa que o0s graos podem, em média, ser representados por
poliedros simétricos os Average N-hedra ou ANHs.®

A teoria ANHs descreve que os graos podem ser representados como
poliedros regulares de faces curvas. Estes graos possuindo faces curvas podem ser
classificados como céncavos ou convexos de acordo com o0 seu numero de faces.
Segundo a andlise topoldgica e métrica apresentada por Rios e Glicksman,® foi
possivel uma analise apurada dos dados e a construcdo de determinadas relacdes
demonstradas abaixo.
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V(N,£)"3 = v(N)"3%(N,t) (1)

Onde v(N)™? é fator volumétrico e A & um fator de escala.

Para cada grdo com N faces, assume-se que A é 0 mesmo para todos esses
graos, sendo seu valor somente fungao do tempo. Uma teoria anterior, desenvolvida
por Hillert, admite que A € uma constante, sendo idéntico para todos os graos. Como
sera visto abaixo esta ndo € uma hipotese realista.

V(N,1)"® = v(N)"A(N,t) = v(N)""* 1, (¢) (2)

Elevando-se ambos os termos da equacgado (2) ao quadrado e aplicando a
diferencial total, temos:

ave"? ov?'®)3, aN e d)2,
dt oN  dt dt

3)

Tomando como valor de referéncia para A o valor de A correspondente aos
graos de volume critico apresentados pela teoria ANHs, temos:

V(N )1/3 V(N )1/3
A= ¢ 73 1C/3 (4)
V(Ne) Ve

Onde v¢ = 9,8703795.%)
Para estados auto-similares a razdo An/A tem que ser independente do tempo,
portanto:

d)3, _ & dr?
dat 2% dt

(5)
Substituindo a Eq. (5) na Eq. (3) obtemos:

2
23 OV }Lilzv 2 2
av _ A dNX2+V2/37V_NdL
dt oN dt 22 dt

(6)

Dividindo a Eq. (6) por dA%/adt, definindo dA%/dt=1/1 e rearranjando, obtém-se:

av?? n _y'3 7‘7/\/
dt y13 7“7/\/ A
uny=—2__ A @)
d|n7\,2 av1/3 7\,7,\,
Zik
oN
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A Eq. (7) desenvolvida é utilizada na fungdo densidade de probabilidade
acumulada - F(N) - e na densidade de probabilidade - f(N) - apresentadas por Rios e
Glicksman.®

F(N)=1- epr 3dx ] (8)
_dF(N)
f(N) = N (9)

O ponto 6timo de aplicagdo da Eq (7) consiste no ponto onde esta fungao
possua raiz e sua derivada seja nula - Eq. (10) e Eq. (11).

av?”? n _szﬁﬁ
at V1/37\47N A
sz - A =0 (10)
dini 8V1BA%EL
A
2
oN

{ o)
_\amnr )y

11
N (11)
Através das simulagdes, retiraram-se os seguintes dados: a distribuicdo de
freqiiéncia do nimero de lados dos graos (N), a raiz cubica do volume (V) em
funcdo de N, a raiz cubica do volume normalizado (V"3/<V"3>) e também a
distribuicdo de frequiéncia de V?/<V"*> subdividida em intervalos de 0,1 em 0,1.

4 RESULTADOS
Através dos dados simulados determinou-se An/A como uma funcao de N.

< V(N)1/3

U(N) V1/3

(12)

A figura 1 representa u(N) em funcédo de N. Realizando um ajuste dos pontos
da simulagdao de Monte Carlo obteve-se u(N), definida como uma fungéo parabdlica
dentro de um intervalo de N. O coeficiente de correlagao entre os dados simulados e
a funcao u(N) definida é 0,99838.
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Figura 1. Grafico da raiz cubica normalizada do volume.

Para comparacao, utilizaram-se na Figura 1 os dados simulados por Wakai.®

3 <V(N)"? > <V s
C
7\‘N VC1/3
— =U(N)——+ 13
A ( )v(N)”3 (13)

Como u(N) foi definida pelo ajuste dos pontos das simulacdes e v(N)”? pode

ser encontrada em Rios e Glicksman,® determinaram-se os pontos que compdem o
grafico de An/A (figura 2).
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Figura 2. Grafico para a determinagéo da fungéo Ay/4. Na teoria de Hillert 1,/4 = 1, para todo o valor
de N. O grafico mostra que tal suposigcdo ndo é verdadeira embora A/ fique entre 0.8 e 1.2 para
N>10.
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Pelo ajuste dos pontos da Figura 2 determinou-se a fungdo ApA que
possibilitou a solugdo do sistema de equagdes Eq. (10) e Eq. (11), determinando o
valor de Ny, € o0 valor de 7.

Obtida a fungcédo AWA e o valor de n desenvolveu-se a densidade de
probabilidade — Eq. (9) — demonstrada na Figura 3 e a densidade de probabilidade
acumulada — Eq. (8) — demonstrada na Figura 4.
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Figura 3. Grafico da densidade de probabilidade.
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Figura 4. Grafico da densidade de probabilidade acumulada.
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Ao determinar a densidade de probabilidade (g(u)) em funcéo de u(N), obtém-

se:

e - 1 1 1
3 1.24 O Monte Carlo il
o o X Wakai (Simulagio Evolver)
o ] © — — Dados Hillert ]
S 1,01 oX xxa’x"\ -
© S X \
= / oX\
o] 0,8 7 o] /' \\ —
_8 X'/ X4\
o) 7 L |
o B8+ %/ (o) \ |
() 1 X 1
3 X, N

0.4 ; o) i
5 o o
(U 1 '/' \& i
S 024 /9 \ .
c 14 oo '
8 070 : —F—— [ a4 & [ 4 &= '\"?S'Xlo'o'o'o'ﬁ"

0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5
u
Figura 5. Grafico da densidade de probabilidade g(u) em funcao relagao a u(N).
5 DISCUSSAO

A Figura 3 mostra que os valores extraidos da distribuicdo de frequéncia da
simulagao sao melhores descritos pela teoria analitica de Rios e Glicksman® do que
pela teoria Hillert.” Os dados simulados por Wakai® s3o apresentados como
referéncia.

Observando a figura 4 conclui-se que os dados da simulagdo de Monte Carlo
sdo0 bastante proximos dos dados obtidos por Wakai.®

A figura 5 mostra que nem a curva analitica de Rios e Glicksman nem a teoria
de Hillert, concordaram bem com a simulacdo por Monte Carlo. Rios e Glicksman,
nao mostrado neste trabalho, obtiveram, no entanto, uma boa concordancia da
teoria analitica com os resultados de Wakai. Em resumo, a teoria analitica de Rios e
Glicksman foi capaz de descrever bem os resultados de Wakai, usando valores de
AnVA da simulagdo de Wakai. Contudo o mesmo procedimento, quando aplicado a
simulacao de Monte Carlo ndo forneceu resultados tdo bons, embora a teoria de
Rios e Glicksman tenha obtidos resultados melhores do que a de Hillert,
especialmente na distribuicdo de numero de faces por grao.

A razao pela qual a teoria descreveu bem a simulagcdo de Wakai (Evolver),
mas nao tado bem a presente simulagdo (Monte Carlo) ndo esta de todo clara. Uma
possibilidade a ser investigada é que os grdos gerados pela simulagdo de Monte
Carlo, nao sejam bem representados pelos poliedros simétricos utilizados por Rios e
Glicksman. Ao contrario, sabe-se que simulagdes utilizando Evolver produzem graos
que sao geometricamente e cineticamente bem descritos pelos poliedros simétricos
empregados por Rios e Glicksman.
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6 CONCLUSOES

Com o desenvolvimento apresentado e os resultados obtidos, pode-se

concluir:

= O método de simulagdo Monte Carlo € bastante eficiente na geracédo de
matrizes que apresentam configuragées de uma malha muito semelhante a
uma amostra no mundo real.

= Aplicando-se a teoria analitica de Rios e Glicksman na simulacdo de Monte
Carlo obtiveram-se resultados razoavelmente bons, melhores que do que os
encontrados por Hillert. Contudo, ao realizar o mesmo desenvolvimento da
teoria aplicando os dados da simulagdo do Evolver obtém-se resultados
melhores que os obtidos por Monte Carlo.

= Existe a necessidade de investigacdo, em trabalhos futuros, se os graos
gerados pela simulagdo de Monte Carlo ndo sdo bem representados pelos
poliedros simétricos utilizados por Rios e Glicksman.
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