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Resumo 
As equações analíticas que descrevem as transformações de fase são baseadas 
nas equações de Jmak. Essas transformações também são estudadas através de 
simulação computacional. um método muito utilizado é do Autômato Celular. No 
entanto apresenta uma restrição: a forma dos grãos diverge da forma esférica, 
sendo uma correção de SV(t) por um fator de forma. Este trabalho propõe um 
modelo computacional que descreve transformações que ocorrem por nucleação e 
crescimento, obtendo SV(t) diretamente. Esse modelo é baseado na teoria do cone 
causal. Para validação do programa os resultados obtidos pela simulação são 
comparados com os modelos analíticos de Jmak, DeHoff e Vandermeer.  
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SIMULATION IN 3D OF A NUCLEATION AND GROWTH PROCESSES FROM 
THE THEORY OF TIME CONE 

 
Abstract 
The analytical equations that describe the phase transformations are based on 
equations of Jmak. These transformations are also studied by computer simulation. a 
widely used method is the cellular automata. It does however represent a constraint: 
the shape of the grains differs from the spherical shape, with a correction of SV(t) by 
a form factor. This paper proposes a computational model that describes changes 
that occur by nucleation and growth, resulting SV(t) directly. This model is based on 
the theory of causal cone. For validation of the results obtained by simulation are 
compared with analytical models Jmak, Dehoff and Vandermeer. 
Key-words Recrystallization; Transformation of phase; Time cone.  
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1 INTRODUÇÃO 
 

As transformações de fase ocorrem mediante a nucleação da nova fase e seu 
posterior crescimento. O fenômeno da recristalização, apesar de não nuclear uma 
fase diferente da existente, também ocorre por nucleação e crescimento. 
Transformações, deste tipo, no estado sólido são freqüentemente estudadas com 
suporte das teorias de cinética formal. Estes estudos também têm sido realizados 
com grande frequência para descrever a recristalização, e são geralmente 
embasados em modelos matematicamente exatos. Os modelos analíticos têm sido 
há anos uma das melhores maneiras de se representar as características 
geométricas e evolutivas de uma microestrutura. Todavia, tais modelos não 
fornecem informações em relação aos mecanismos de transformação que 
acontecem por nucleação e crescimento.  

A base dos estudos de cinética formal é a união das teorias de Johnson-Mehl, 
Avrami e Kolmogorov (JMAK).(1-5) A teoria JMAK é fundamentada apenas em um 
parâmetro de descrição microestrutural, a fração volumétrica da fase transformada 
(VV). 

( )VEV VV −−= exp1  
                    
(1) 

 
SubseqUentemente ao desenvolvimento desta teoria, DeHoff(6) criou uma 

extensão ao estudo de JMAK, no qual foi introduzido um novo parâmetro 
microestrutural, a área superficial por unidade de volume, (SV).. 

( ) VEVV SVS −= 1  (2) 
Os modelos de JMAK e de DeHoff serviram como base para o 

desenvolvimento de uma nova teoria sugerida por Vandermeer e Bath,(7) o caminho 
microestrutural. no caso de nucleação por saturação de sítios,tem-se: 
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(3) 

onde VVE e SVE são respectivamente, a fração volumétrica e a área por unidade de 
volume no espaço estendido. No espaço estendido não se leva em consideração a 
ocorrência do impingement. 

Recentemente, Rios e Villa(8,9) desenvolveram equações gerais para 
descrição da cinética de transformação utilizando os recursos da geometria 
estocástica e da metodologia do cone do causal.(10) Essas equações são válidas 
para os casos mais gerais de nucleação, quando ela é homogênea, e para casos 
mais específicos: de nucleação não homogênea e para nucleação em clusters.   

Atualmente os estudos analíticos e experimentais têm sido auxiliados pelos 
modelos computacionais, com objetivo de se desvencilhar das limitações 
encontradas em cada método de estudo. Um modelo computacional muito utilizado 
para descrever a cinética de recristalização são os Autômatos Celulares. A 
comparação quantitativa dos resultados simulados com a teoria JMAK apresenta 
resultados semelhantes, quando se impõe à simulação as mesmas hipóteses  
definidas pela teoria.(11) Estudos recentes também mostram a eficiência desse 
modelo em uma comparação qualitativa. Salazar(12) reproduziu, pelo método dos 
Autômatos Celulares, os dados experimentais para a recristalização de um 
monocristal de ferro puro. No entanto, os resultados também apresentam limitações 
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no que diz respeito à forma do grão gerada por esse método e uma correção através 
de um fator de forma se faz necessária.  
 Através da teoria do cone causal, utilizada para calcular a fração 
transformada estendida, um modelo computacional capaz de descrever a cinética de 
recristalização é desenvolvido. Com esse modelo espera-se obter resultados da 
fração volumétrica por unidade de volume, VV, e da área por unidade de volume, SV, 
em função do tempo de reação. Para os resultados da área por unidade de volume 
espera-se obtê-los diretamente sem a necessidade de correção por um fator de 
forma. Esse modelo é desenvolvido em linguagem Fortran. 
  
2 MATERIAL E METÓDOS 
 
2.1 Cone Causal (time cone) 
 
 O termo “cone do tempo” ou "cone causal" de um ponto x em um tempo t, 

( )xtC , , é utilizado para o estudo da densidade das médias de volume, e por 
conseqüência a fração de volume de um processo de nucleação e crescimento. O 
Cone Causal é definido como uma região no tempo e no espaço no qual pelo menos 
um evento da nucleação tem que ocorrer a fim cobrir o ponto x no tempo t.(10)  
Através dos conceitos de Cone Causal é possível obter relações entre as 
quantidades VV, VVE, SV, SVE.  Villa(15) mostra que o significado da densidade de 
volume no tempo t em um ponto x é a probabilidade do ponto x pertencer a região 
transformada no tempo t e que VVE(t,x) é dada pela medida da intensidade do Cone 
Causal, ( )( )xtC ,Λ , no ponto x e no tempo t.  

( ) ( )( )xtCxtVVE ,, Λ=  (4) 
 A intensidade do cone causal significa o número de núcleos que estão dentro 
do Cone Causal do ponto x no tempo t. 
 Para o caso da nucleação homogênea e por saturação de sítios, o número de 
núcleos por unidade de volume, NV, é igual à intensidade λ , e é independente do 
tempo e do espaço. Considerando as regiões crescendo como esferas com 
velocidade radial G, um ponto no espaço, x, se transformará se existe pelo menos 
um núcleo presente dentro da região esférica de raio R=Gt, centrada em x. A    
Figura 1 ilustra em 2D a situação descrita acima. Os pontos pretos representam os 
núcleos. Está representado o cone (em 2D, uma circunferência), para um ponto x. 
Como não há pelo menos um núcleo dentro do cone, este ponto x não se transforma 
neste tempo t. 
 

 
Figura 1 : Figura ilustrativa do Cone Causal em 2D. Os pontos pretos representam os núcleos e 
circunferência representa o cone do tempo do ponto x no tempo t. 
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2.2 Simulação Computacional 
 

O programa foi desenvolvido em Fortran com o objetivo de simular um 
processo de nucleação e crescimento e obter a fração transformada, VV , e a área 

por unidade de volume, VS . O fluxograma, da Figura 2, representa a sequência de 
execução do programa. 
 
 

 
Figura 2 : Fluxograma explicativo do programa desenvolvido em Fortran. 

 
  O programa se inicia com a entrada de dados como: coordenadas imax, jmax, 
kmax que delimitam o tamanho da matriz; o Rmax que se refere a quantidade de 
interações ou o raio máximo do cone causal; e a quantidade de núcleos iniciais. Em 
seguida há o sorteio aleatório de pontos, dentro da matriz, que representam a 
localização dos núcleos iniciais. Como a transformação será por saturação de sítios, 
não haverá a nucleação de novos grãos a partir do momento do início do 
crescimento. A transformação ocorrerá de R=1 até R=Rmax. Para cada valor de R, 
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uma sub-rotina calcula se cada ponto da matriz ( )zyxM ,,  se transformará. Então é 
calculada a distância entre os núcleos e os cones causais de cada ponto da matriz. 
Para cada R, o cone de cada ponto equivale a uma esfera de raio R. Por exemplo, 
se a distância entre o núcleo, com coordenadas (Xn,Yn,Zn), e o cone de raio R do 
ponto(Xp,Yp,Zp) for menor que zero, significa que esse núcleo se encontra dentro 
do cone do ponto. Então o ponto se transformará e receberá o valor de 1. Se a 
distância entre o ponto (Xp,Yp,Zp) e todos o núcleos for maior que zero, significa 
que ainda não existe pelo menos um núcleo dentro do cone deste ponto. Esse ponto 
continua com o valor de zero.  
  Para cada interação de R, é obtida a fração transformada, VV, e a área 
interfacial por unidade de volume, SV.  
 
2.3 Cálculo da Distância, Fração Volumétrica e Área Interfacial 
 
  A distância é calculada utilizando a seguinte equação: 
 

( ) ( ) ( )( ) 2222 raiokknjjniindistância −−+−+−=  (8) 
  
onde in, jn, kn é a coordenada dos núcleos e i, j, k é a coordenada de todos os 
pontos da matriz. 

Na sub-rotina onde é calculada essas distâncias foi utilizado o OpenMP. Cada 
processador é responsável pelo cálculo da distância de um ponto da matriz em 
relação a todos os núcleos. Para cada interação, utilizando oito processadores, o 
programa calcula a intensidade do cone causal (através das distâncias entre os 
pontos) de oito pontos simultaneamente tornando o programa de mais rápida 
execução. 
 
3 RESULTADOS E DISCUSSÕES 
 
 A simulação fornece todos os resultados em função do raio do cone causal. 
Considerando que cada interação do raio do cone do tempo equivale a uma 
interação do tempo, Os resultados obtidos da simulação são comparados com as 
equações exatas de JMAK. O gráfico da Figura 3 é da fração transformada em 
função do. Todos os resultados são adimensionais. 
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Figura 3 : Fração transformada, VV, em função do tempo comparado com a equação de Avrami. 

 
 A Figura 4 mostra a área interfacial entre as regiões transformadas e não 
transformadas, SV, simulada em comparação com a equação 2. Diferentemente do 
Autômato Celular, essa simulação não precisa de um fator de forma para correção 
da área. Os resultados são diretos.  
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Figura 4 : Resultados analíticos x resultados simulados – área interfacial, SV, em função do tempo. 

 
 O gráfico da Figura 5 refere-se a área interfacial, SV, em função da fração 
transformada, VV, conhecido como o caminho microestrutural. 

1351



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

 

 

S
V

VV

 simulaçao
 equaçao 3

 
Figura 5 : Resultados analíticos x resultados simulados – Caminho microestrutural 

 
5 CONCLUSÕES 
  
 Os resultados mostram que o método proposto para simular a cinética de 
transformação é eficiente e descreve o comportamento  das equações exatas de 
JMAK. Sabe-se que essas equações são exatas para hipóteses de nucleação bem 
específicas. Portanto, os resultados apresentados neste trabalho são válidos apenas 
para nucleação homogênea.  
 Para a comparação  desse método de simulação com situações de nucleação 
mais específicas como clusters ou não homogênea, é necessário uma modificação 
no código do programa. 
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