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Resumo 
Um modelo matemático multifásico para a solidificação equiaxial de ligas binárias 
capaz de prever o efeito da taxa de resfriamento na quantidade final de grãos 
presente na estrutura bruta de solidificação é proposto no presente trabalho. O 
modelo matemático foi desenvolvido através do conceito de envelope envolvendo os 
grãos equiaxiais, utilizando as equações de conservação de energia, massa e 
espécies químicas. O modelo de nucleação utilizado possibilitou o surgimento de 
novos núcleos durante todo o período de resfriamento. As equações diferenciais 
foram obtidas através de uma média volumétrica das equações de conservação em 
um volume elementar representativo contendo três "pseudofases": sólido, líquido 
interdendrítico e líquido extradendrítico. Inicialmente os resultados do modelo foram 
comparados com resultados apresentados na literatura, mostrando uma aderência 
razoável. Posteriormente, duas simulações com taxas de resfriamento diferentes 
foram realizadas, mostrando que a maior taxa de resfriamento resulta em uma maior 
quantidade de grãos na estrutura final e, conseqüentemente, um menor tamanho de 
grão. 
Palavras-chave: Solidificação equiaxial; Modelo multifásico; Nucleação contínua. 
 

EFFECT OF THE NUCLEI DISTRIBUTION AND SOLUTE REJECTION ON THE 
EQUIAXED SOLIDIFICATION 

Abstract 
A multiphase mathematical model for the equiaxed solidification of binary alloys was 
proposed in the present work to predict the effects of the cooling rate on the number 
of grains observed in the as-cast macrostructure. The mathematical model was 
based on the concept of the grain envelope and on the conservation of energy, mass 
and chemical species. A nucleation model was adopted to consider the nucleation of 
new grains during the whole solidification time. The differential equations were 
derived from the volume average of conservation equations within a representative 
elementary volume that consisted of three pseudophases: solid, interdendritic liquid, 
and extradendritic liquid. First, results from the model were compared with those 
available in the literature, showing reasonable agreement. Second, simulations for 
two different cooling rates were carried out and showed that an increase in cooling 
rate increases the final number density of equiaxed grains and, consequently, 
decreases the final average grain size. 
Key words: Equiaxed solidification; Multiphase model; Continuous nucleation. 
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1 INTRODUÇÃO 
 
Os modelos matemáticos precursores utilizados na solidificação datam de 

mais de 100 anos.(1) Estes modelos, chamados de modelos de dois domínios(2)  
dificilmente eram aplicados na solidificação dendrítica, pois exigiam que a geometria 
da interface sólido-líquido fosse considerada detalhadamente. Posteriormente, foram 
introduzidos os modelos de domínio único, através dos quais foi possível simular a 
condução de calor utilizando uma única equação diferencial para os três domínios 
usualmente considerados: a região sólida, a zona pastosa e a região líquida.(3) 
 Os modelos de domínio único evoluíram com a introdução do conceito de 
envelope. Segundo este conceito, associou-se a cada grão no interior da zona 
pastosa um envoltório chamado de envelope. No caso da solidificação dendrítica, 
este envelope apenas tocava a ponta dos braços primários e secundários de 
dendrita. Nestes modelos, a fase líquida poderia estar presente tanto internamente 
como externamente ao envelope. 
 Os primeiros modelos de envelope que foram desenvolvidos para a 
solidificação equiaxial consideravam que envelopes perfeitamente esféricos 
envolviam os grãos equiaxiais. No caso da solidificação eutética equiaxial, os 
envelopes eram assumidos totalmente sólidos, o que facilitou o equacionamento 
matemático do problema.(4) Posteriormente, modelos de envelope para a 
solidificação equiaxial dendrítica foram desenvolvidos, nos quais foi considerada a 
existência de líquido internamente aos envelopes. . Foi necessário, então, calcular a 
fração de líquido, ou de sólido, presente no interior destes envelopes. Rappaz e 
Thévoz(5) propuseram um modelo aproximado para o calculo desta fração através de 
um balanço de soluto que envolveu o fluxo para fora do envelope dendrítico em 
direção ao líquido externo. No entanto, o líquido externo ao envelope ou foi 
assumido semi-infinito, ou considerado sempre possuir a concentração inicial.  
 Wang e Beckermann(6) propuseram um modelo multifásico para a solidificação 
equiaxial definindo três "pseudofases", a saber: o sólido; o líquido interdendrítico, 
localizado internamente ao envelope; e o líquido extradendrítico, localizado 
externamente. Estes autores(6) calcularam a evolução da concentração de soluto no 
líquido externo ao envelope, permitindo que o fluxo de soluto trocado com o 
envelope fosse calculado mais precisamente. Entretanto, neste modelo, assumiu-se 
que os grãos apareciam instantaneamente no líquido no momento em que o seu 
super-resfriamento ultrapassava um super-resfriamento crítico para a nucleação. 
Este modelo é denominado de nucleação instantânea.  
 Modelos de nucleação mais precisos do que o de nucleação instantânea 
foram elaborados por diversos autores. Oldfield(7) propôs que a densidade do 
número de células eutéticas nucleadas era proporcional ao quadrado do super-
resfriamento em relação à temperatura do eutético. Thévoz et al.(8) elaboraram um 
modelo para nucleação onde a densidade de distribuição era dada por uma 
Gaussiana. Apesar da existência de vários modelos, nota-se que não há um modelo 
multifásico capaz de prever o efeito da taxa de resfriamento e da concentração 
média de soluto no tamanho final de grão equiaxial, ou de prever a evolução com o 
tempo da fração de grãos e das concentrações de soluto nos líquidos inter e 
extradendrítico durante todo o período de solidificação. O presente trabalho visa 
preencher esta lacuna através da proposta de um modelo multifásico para a 
solidificação equiaxial onde o processo de nucleação é tratado mais precisamente. 
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2  METODOLOGIA 
 

O modelo matemático desenvolvido no presente trabalho foi baseado no 
modelo proposto por Wang e Beckermann(6). A principal modificação  introduzida foi 
a utilização do modelo de nucleação contínua, ao invés do modelo de nucleação 
instantânea. Utilizou-se a técnica da média volumétrica(9) para a definição das 
equações macroscópicas de conservação de massa, energia e espécies químicas 
para cada fase presente no interior de um volume elementar representativo. 

 
2.1 Modelo de Envelope para a Solidificação Equiaxial 

 
No interior de um volume elementar representativo foram definidos envelopes 

ao redor dos grãos equiaxiais, conforme mostra a Figura 1. No presente trabalho o 
formato destes envelopes foi assumido esférico. Analogamente a Wang e 
Beckermann(6), as equações macroscópicas de conservação utilizadas foram obtidas 
integrando-se as equações microscópicas de conservação de massa, energia e 
espécies químicas, no interior das três pseudofases definidas no sistema. Estas 
pseudofases são: o sólido (s); o líquido interdendrítico (d) e o líquido extradendrítico 
(l). Assumiu-se que a pseudofase sólida faz contato apenas com o líquido 
interdendrítico quando este está presente no interior do envelope. Caso contrário, ou 
seja, na ausência deste líquido, o sólido apresenta uma interface de contato esférica 
com o líquido extradendrítico.  

       REV 

 
 

Figura 1. Desenho esquemático do volume elementar representativo (REV) contendo alguns 
envelopes dendríticos envolvendo grãos equiaxiais em crescimento.(10) 

 
2.2 Equações Macroscópicas de Conservação 
  

As equações microscópicas de conservação foram integradas no interior de 
cada uma das três pseudofases existentes no interior de um volume elementar 
representativo de volume V0

 (Figura 1), proporcionando um conjunto de equações 
macroscópicas de conservação. Essa técnica, definida como técnica da média 
volumétrica (“volume averaging”), transforma as integrais de volume das derivadas 
no tempo e no espaço em derivadas da integral de volume da variável de campo. 
Detalhes sobre essa técnica podem ser encontrados no trabalho de Ni e 
Backermann(9) ou no trabalho de Ganesan e Poirier.(11) 
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 A aplicação da técnica acima às equações microscópicas de conservação de 
massa, espécies químicas e energia resultou nas equações de conservação 
macroscópicas utilizadas no presente trabalho. Entretanto, as seguintes hipóteses 
foram ainda utilizadas para a obtenção do conjunto final de equações: 

a) O sistema estudado foi assumido solidificar com a formação apenas de grãos 
equiaxiais (grãos colunares não foram considerados); 

b) O sistema é isotérmico, porém a sua temperatura varia com o tempo; 
c) A média volumétrica de qualquer variável de campo é uniforme no interior do 

sistema; 
d) A composição média do sistema é constante, ou seja, não há troca de massa 

e soluto com o meio externo; 
e) A composição do líquido interdendrítico é uniforme; 
f) Não há convecção no líquido; 
g) A fase sólida não se movimenta; 
h) A difusão de soluto no sólido é desprezível; 
i) Existe equilíbrio local na interface sólido-líquido; 
j) O calor específico e a densidade são constantes e têm o mesmo valor para 

as três pseudoases; 
k) Novos núcleos formam-se apenas no líquido extradendrítico e podem surgir 

continuamente durante toda a solidificação; 
l) No máximo um núcleo de sólido pode-se formar sobre uma partícula de 

inoculante. 
 Através da utilização da técnica das médias volumétricas, em conjunto com 
algumas manipulações realizadas por Wang e Beckermann,(6) e considerando-se as 
hipóteses simplificadoras descritas, as seguintes equações macroscópicas de 
conservação foram obtidas: 
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onde sH , lH  e dH  representam as frações volumétricas de cada fase; ; U, cP e Lf são 
a densidade, o calor específico e o calor latente de fusão, respectivamente; T é a 
temperatura; t é o tempo; dC  é a concentração do líquido interdendrítico; lC  é a 
concentração do líquido extradendrítico; V  é a velocidade de crescimento do 
envelope envolvendo o grão equiaxial e eS  é a concentração de área de interface 
entre o envelope e o líquido extradendrítico; k  é o coeficiente de partição de soluto; 
Dl é o coeficiente de difusão de soluto no líquido; Ge é a espessura efetiva de difusão 
de soluto ao redor dos envelopes dendríticos; 

.
R  é a taxa de resfriamento no 

sistema antes do início da solidificação. O princípio de conservação de massa para a 
fase líquido interdendrítico está implícito na relação constitutiva 1s l dH H H� �  . 
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 Entre as hipóteses apresentadas anteriormente, considerou-se que o líquido 
interdendrítico possui uma concentração homogênea de soluto e que este líquido está 
em equilíbrio termodinâmico com o sólido. Conseqüentemente, considerando que a 
linha liquidus do diagrama de fase seja uma linha reta, pode-se calcular a concentração 
do líquido interdendrítico através da equação Cd = (T - Tf)/ml, onde Tf é a temperatura 
de fusão do metal puro e ml é a inclinação da linha liquidus do diagrama de fases. 
 
2.3 Modelos Microscópicos 

 
Modelo de nucleação 
 No modelo de nucleação empregado, considerou-se que os núcleos poderiam 
surgir no líquido extradendrítico em diferentes temperaturas, durante todo o seu 
período de resfriamento. A nucleação de novos grãos depende do super-
resfriamento no líquido extradendrítico, definido como  

� �liqT T T'  �  [5] 

onde liqT  é a temperatura liquidus na composição do líquido extradendrítico, ou seja, 
Tliq = Tf + mlCl. O aparecimento de novos núcleos com o aumento do super-
resfriamento foi simulado utilizando-se uma distribuição de super-resfriamentos 
críticos para nucleação que obedece a uma distribuição Gaussiana.(8) Neste caso, a 
função densidade de distribuição é calculada como (8) 

� �
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[6] 

onde n é a densidade de número de núcleos ou grãos no sistema; 0n  é a máxima 
densidade possível de número de núcleos ou grãos; nT'  é o super-resfriamento 
médio para nucleação e TV'  é o desvio padrão da distribuição. Dessa forma, a 
função de distribuição acumulada (ou função repartição) é obtida a partir da 
densidade de distribuição através da integração da equação [6]. 
 A equação proposta por Thévoz et al.(8) difere da Eq. [6], porque a fração de 
líquido extradendrítico, Hl, não está presente ao lado esquerdo da equação. Apesar 
desta diferença não alterar significativamente os resultados, pois Hl | 1 durante 
praticamente todo o período de nucleação, a Eq. [6] representa com maior precisão 
o sistema físico porque o surgimento de novos núcleos ocorre apenas no líquido 
extradendrítico. 

 
Crescimento dos envelopes dos grãos equiaxiais 
 Como assumido em outros modelos de solidificação equiaxial,(6,10) a 
velocidade de crescimento do envelope foi considerada igual à da ponta dos braços 
dendríticos, dada por Lipton et al.(12) 

� � � �� �21
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onde :  é a supersaturação adimensional de soluto; � �1Iv� :  é o inverso da função 
Ivantsov(2) e *  é o coeficiente de Gibbs-Thomson. A supersaturação ȍ, que 
representa a força motriz para o crescimento do envelope dendrítico, é definida por 
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Evolução da concentração de área interfacial de envelope 
 Assumindo que todos os envelopes possuem a mesma velocidade de 
crescimento no instante t, a equação para o cálculo da evolução da concentração de 
área interfacial de envelope com o tempo pode ser calculada por 

est_e
est_e RVn

dt
dS

S8  
[9] 

� �
nV

dt
Rnd est_e   

[10] 

onde Se_est e est_eR  representam a concentração de área estendida de envelope e o 
raio estendido médio dos envelopes. Estes valores estendidos são aqueles que os 
envelopes apresentariam caso não houvesse sobreposição durante o crescimento. A 
concentração real de interface de envelope é calculada a partir de est_ele SS H . 

 
3 RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 
Comparação com o Modelo de Wang e Beckermann 
  

Os resultados do modelo proposto no presente trabalho foram comparados 
com os resultados obtidos por Wang e Beckermann.(6) As propriedades da liga Al-Si 
utilizada para as simulações estão apresentadas na Tabela 1. Realizaram-se três 
simulações, cada uma considerando uma densidade de número de partículas de 
inoculante (no) diferente. As demais condições de simulação estão apresentadas na 
Tabela 2. 
                                       Tabela 1. Propriedades físicas da liga Al Si� . 
 

Propriedade Valor 

( )fT K  933 

� �/fL J kg  3,72 X 105 

� �/ .pc J kg K  921,5 

� �3/kg mU  2550,0 

� �/%lm K peso  -7,7 

� �k �  0,117 

� �.m K*  9 x 10-8 

� �eutT K  850 

� �2 /eD m s  3 X 10-9 

 



2908

Tabela 2. Condições de simulação para a comparação com o modelo de Wang e Beckermann(6) 

 
Parâmetro Valor 

� �0 liqT T K  894,5 

� �,0 %lC peso  5 

� �NT K'  10-2 

� �T KV'  10-4 

� �t s'  10-3 

� �/R K s
x

 45 

 
 A Figura 2 mostra as curvas de resfriamento obtidas através do modelo 
proposto no presente trabalho e aquelas apresentadas por Wang e Beckermann.(6) 
Observa-se que, de modo geral, os resultados dos dois modelos estão próximos, 
porém se nota uma discrepância durante a recalescência para as simulações B e C. 
Essa diferença deve-se a uma correção utilizada no presente trabalho, a qual não foi 
considerada no modelo de Wang e Beckermann,(6) referente à sobreposição dos 
grãos, dada pela relação est_ele SS H . Wang e Beckermann(6) utilizaram a 
concentração estendida, Se_est, sem a correção. 
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Figura 2. Curvas de resfriamento obtidas através do presente modelo e apresentadas por Wang e 
Beckermann(6) para três densidades de número de partículas inoculantes, 0n .  

 
 
 

A – no = 2,39. 1011 m-3

B – no =2,39. 108 m-3 

C – no =2,39. 105 m-3 

        Modelo 
- - - - Wang e Beckermann 
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Efeito da Taxa de Resfriamento 
  
 Inicialmente, definiu-se uma determinada condição de simulação, 
apresentada na Tabela 3, como sendo a condição de referência. Posteriormente, o 
efeito da alteração da taxa de resfriamento foi analisado, mantendo as outras 
variáveis constantes. A Figura 3 mostra as curvas de resfriamento obtidas para as 
taxas de 0,01 e 10 K/s. Percebe-se claramente que, para maiores taxas de 
resfriamento, a temperatura diminui mais rapidamente e a recalescência é atingida 
após um super-resfriamento maior. Deve-se notar que, conforme a temperatura 
decresce a partir do valor inicial, ocorre continuamente o aparecimento de novos 
grãos através da nucleação. Entretanto, no início da recalescência a temperatura 
começa a aumentar  eliminando o super-resfriamento existente e, portanto, parando 
o processo de nucleação. Logo, a densidade de número de grãos existentes no 
instante da mínima temperatura antes da recalescência será a densidade final e está 
diretamente relacionada ao tamanho final de grão. Assim, como a temperatura 
mínima é menor em maiores taxas de resfriamento, uma maior quantidade de 
núcleos é formada, resultando em uma maior densidade final de número de grãos. 
  

Tabela 3. Condições utilizadas na simulação de referência 
Propriedade Valor 

� �0 liqT T K  909,9 

� �,0 %lC peso  3 

� �NT K'  3 

� �T KV'  1 

� �30n m�  107 

� �t s'  10-3 
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Figura 3. Curvas de temperatura em função do tempo para diferentes taxas de resfriamento: (a) R
�

 = 

0,01 K/s, e (b) R
�

 = 10 K/s. 
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Através da Figura 4(a), percebe-se que a densidade final de número de grãos atinge 
um limite máximo de 6 x 105 m-3, para um super-resfriamento máximo atingido de 
aproximadamente 1,4 K. Entretanto, para uma taxa de resfriamento de 10 K/s 
(Figura 4(b)), uma maior super-resfriamento foi atingido (| 6K), resultando em uma 
maior densidade final de número de grãos n | 107 m-3 que é praticamente o valor 
máximo possível. Desta forma, na taxa de resfriamento de 10 K/s, todos os 
substratos para nucleação heterogênea foram ativados.   
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Figura 4. Densidade de número de grãos em função do super-resfriamento do líquido extradendrítico 

para diferentes taxas de resfriamento: (a) R
�

 = 0,01 K/s, e (b) R
�

 = 10,0 K/s. 
 
4  CONCLUSÕES 
 
 As seguintes conclusões foram obtidas para as simulações realizadas no 
presente trabalho: 
1 – Os resultados obtidos no presente modelo estão próximos dos resultados de 
Wang e Beckermann;(6) alguma discrepância é observada porque estes autores não 
consideraram a sobreposição dos grãos em crescimento; 
2 – Um aumento da taxa de resfriamento causa uma diminuição da temperatura 
mínima atingida antes do início da recalescência; 
3 - A densidade final do número de grãos aumenta com o aumento da taxa de 
resfriamento e atinge o seu valor máximo para uma taxa de aproximadamente 10 
K/s. 
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