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INSTABILIDADE ELASTICA DE UM CILINDRO DE
PAREDES FINAS, SUJEITO A CARGA SIMETRICA DE
COMPRESSAO AXIAL?

Anselmo Monteiro Ikiu?
Alex Thaumaturgo Dias®

Resumo:

No presente trabalho serd apresentado, um modelo matematico, para a analise da
instabilidade elastica em um cilindro de paredes finas sujeito a uma carga simétrica
de compressao axial. O modelo foi desenvolvido com base nas teorias elasticas
utilizando o método da energia e de acordo com os trabalhos desenvolvidos por
Timoshenko, Szilard e Sadd. Para a analise dos resultados, foram consideradas, as
propriedades geométricas e as propriedades do material do cilindro metéalico de
paredes finas. Os resultados tedricos sdo comparados com o0s resultados obtidos
pela simulacdo numérica, através do programa comercial de elementos finitos
Ansys® versdo 5.7 no modulo linear. Foram utilizados elementos de casca de
formulacdo elastica. O modelo para a simulagcéo foi criado a partir das dimensdes
obtidas do modelo matematico.

Palavras-chave: Instabilidade elastica; Método da energia; Cilindro de paredes
finas.

ELASTIC INSTABILITY OF A THIN-WALLED CYLINDER SUBJECT TO AXIAL
SYMMETRICAL COMPRESSIVE LOAD

Abstract

This work will be presented a mathematical model for the analysis of elastic instability
in a thin-walled cylinder subjected to an axial symmetrical compression load. The
model was developed based on the theories using the method of elastic energy and
in accordance with the work done by Timoshenko, Szilard and Sadd. For the analysis
of results were considered the geometric properties and material properties of thin-
walled cylinder. The theoretical results are compared with results obtained by
numerical simulation using the commercial finite element program ANSYS ® version
5.7 in the linear module. We used shell elements for elastic formulation. The model
for the simulation was created from the dimensions obtained from the mathematical
model.

Keywords: Elastic instability; Energy method; Thin-walled cylinder.
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1 INTRODUCAO

Quando um cilindro de paredes finas estd sujeito a uma carga simétrica de
compressdo axial, deve-se verificar o limite da carga, para que as paredes do
cilindro ndo entrem em instabilidade elastica.

O modelo foi desenvolvido com base nas teorias elasticas utilizando o método da
energia e de acordo com os trabalhos desenvolvidos por Timoshenko e Gere™,
Timoshenko e Goodier,”? Szilard® e Sadd.”’ Para a anélise dos resultados, foram
consideradas, as propriedades geométricas e as propriedades do material do cilindro
de paredes finas.

Os resultados tedricos sdo comparados com o0s resultados obtidos pela simulacao
numérica, através do programa comercial de elementos finitos Ansys® verséo 5.7®)
no modulo linear. Foram utilizados elementos de casca de formulacao elastica. O
modelo para a simulagéo foi criado a partir das dimensfes obtidas do modelo
matematico.

2 MATERIAL E METODO

Analisando-se a deformacéo simétrica de uma tira ij de largura unitaria cortada de
um cilindro de parede fina representada na Figura la. O elemento dx da tira,
conforme representado na Figura 1b, esta submetido a acdo das forcas Ny e Ngx na
superficie neutra.

Ngdx

() (b)

Figura 1 — a) Modelo de analise; b) Elemento de casca cilindrica.

Considerando a forca Ny constante, sendo que a forgca Ny depende do deslocamento
radial na tira ij durante a deformacdo do cilindro e da teoria de casca cilindrica
sujeita & flexdo, apresentada por Timoshenko e Woinowsky-Krieger,® temos:

Eh Eh
N, = T, (€1+ve2) e N, = T, (€2+V6‘1) (1a,b)

Denominando o deslocamento radial de o e a deformacéo radial de & = -o/R, sendo
R o raio da superficie neutra do cilindro. Das Egs.(1), tem-se que a forca Ny sera
dada por:

Ngzﬂ\lx—gEt )

376

e
FEMETRARRRIN,
A B M Wmusi s




CONGRESSO
ABM

66 ABM Congress

A equacao diferencial de uma placa devido as cargas de flexdo, tracdo e ou
compressao, conforme Szilard® e Timoshenko e Woinowsky-Krieger,® é dada pela
equacao:

+N +2N, , ——
aXZ y ayZ Xy 6Xay

+ + =
ox* ox*oy® oyt D

4 4 4 2 2 2
d'w , d'o oo 1£p+Nxaa) ’w aw] )

Em que p a carga por unidade de area que atua no plano xy da placa.
Sendo a tira ij de largura unitaria, verifica-se que o angulo formado entre suas
bordas sera igual a 1/R (Figura 1b), que neste caso € igual a curvatura em y, dada
por &°w/dy?. Em funcdo da simétria de deformacdo e das condicbes de contorno
assumidas, verifica-se segundo Timoshenko e Gere® e Reddy,” que:

4 4

Substituindo-se as Egs.(2) e (4) na Eq.(3), resulta na equacédo diferencial na tira ij,
dada pela equacgéo:

4 2
pd@_py Loy By 4@
dx R R dx

(5)

Sendo:

Et®

P= 2] ©)

Para o cilindro sujeito a uma carga simétrica de compressao axial, a carga critica de
compressdo na instabilidade eléstica Ncr, pode ser obtida utilizando o método da
energia. Conforme Timoshenko e Gere, substituindo-se o deslocamento radial ®
da Eq.(5), por:

a)+vNXR=a)+VNXR (7)
AE Et

Que considera a participacdo da carga axial no deslocamento radial, sendo a carga
Nx positiva em compressdo. Para p = 0, resulta na equacdo diferencial na
instabilidade elastica do cilindro de paredes finas, dada pela equacéo:

4 2
o, Ny3@, @5 g (8)

D
dx’ “dx* R?

Da teoria de Navier apresentada por Szilard,”® Timoshenko e Woinowsky-Krieger ©
e Reddy,” em que o deslocamento tranversal de uma placa retangular de lados a e
b é dado pela equacéo:
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iiw senTﬂxsennTﬂy (9)

Adaptando-se a Eq.(9) para a tira ij (Figura 1b). Sendo b = Rdé e y = 22R, tem-se

2
que: sen Y — sen 2nz
b do

~ -1, porque dd— 0.

Reescrevendo a Eq.(9), para a = L (comprimento do cilindro) e Wy, = W, tem-se:
o = -Wsen(&x) (10)

Em que: & = m—Lﬂ (11)

Derivando a Eq.(10) duas vezes em funcdo de x e depois mais quatro vezes em
funcao de x, tem-se:

2 d*w

d i):Wsen(fx)g82 e + = —Wsen(éx)&! (12)

dx dx

Substituindo-se as Egs.(12) na Eq.(8), tem-se:
D[-wsen(&)&* ]+ N, wsen(&x)e? ]—%Wsen(fx) =0 (13)

Simplificando-se a Eq.(13), e colocando-se Ny em evidéncia, tem-se:

Et
R*¢*

N, = D&% + (14)

Na instabilidade elastica a carga axial de compressao Ny atinge o valor maximo,
sendo assim, derivando-se a Eq.(14) em funcéo de ¢ e igualando a zero, obtem-se a
equacao de £, dada por:

Et
R’D

E=14 (15)

Substituindo-se a EQq.(15) na Eq.(14) e simplificando, obtem-se a carga critica de
compressdo axial e consequentemente a tensdo critica de compresséo, para o
cilindro de paredes finas no inicio da instabilidade elastica, dadas pelas equacoes:

2
Ncr = _emet e ocr = Bt (16a,b)

ﬂﬂl—vzi Rﬁﬂl—vzi
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3 RESULTADOS

Para a verificacdo dos resultados, foram executadas as analises analitica e
numeérica, considerando os materiais isotropicos e homogéneo dados na Tabela 1:

Tabela 1 - Materiais

Iltem Descricéo Ce Omax E \Y;
[MPa] [MPa] [GPa]
1 Ago Carbono ASTM A36 250 410 210 0,30
2 Liga de Aluminio 6061-T6 270 310 70 0,33

Considerando-se um cilindro curto de paredes finas, com as extremidades
engastadas, de raio da superficie neutra R = 0,50 m e comprimento L = 1,0 m.

3.1 Analise Analitica

Limitando-se a tensdo critica igual a tensdo méaxima do material, obtem-se os
resultados dados na Tabela 2:

Tabela 2 - Resultados

ltem Descricao tmin Ncr Uy
[mm] [KN] [mm]
1 Aco Carbono ASTM A36 1,61 2081 1,96
2 Liga de Aluminio 6061-T6 3,62 3539 4,44

Sendo: tmin @ espessura minima, Ncr a carga critica por unidade de comprimento e
uyx 0 deslocamento axial maximo do cilindro.

3.2 Simulagdo Numérica

Para a simulacdo numérica foi utilizado o programa comercial de elementos finitos
Ansys® versdo 5.7® no médulo linear, utilizando o elemento de casca SHELL63.
Considerando os dados da andlise analitica, obtem-se 0s seguintes resultados:

3.2.1 Material 1 — Aco Carbono ASTM A36

Na Figura 3 estdo representados os resultados obtidos para o deslocamento axial
maximo do cilindro sujeito a carga simétrica de compressao axial de 2.081 kN. O
valor maximo obtido € 1,998 mm versus o resultado calculado igual a 1,96 mm.
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| NODAT SOLUTION AN
- JaN 31 2011
STEESY 17:28:27
3UB =1
TIME=1
/EXPANDED
g — -.001998
REY3=0
DMX =.001998 -. 001776
SMN =-.001298
—-.001554
-.001332
-.00111
-.888BE-03
-.666E-03
—.444E-03
-.222E-03
1]
ACO CARBONO ASTM A3A

Figura 3 — Deslocamento axial maximo do cilindro em m.

Na Figura 4 estdo apresentados os resultados obtidos para a tensao axial maxima
na superficie neutra da parede do cilindro. O valor médio é 419,07 MPa, equivale a
tensdo maxima do material igual a 410 MPa.

NODAL SOLUTION AN
i JaM 31 2011
BEEESD 17:29:13
3UB =1
TIME=1
/EXPANDED
3z (AvE) -434. 946
MIDDLE
REYE=1 -431.418
DME =.001958
MN =-434.94¢ 477,891
FME =-403.13
-424,363
| —420.836
-417.308
-413.78
-410.253
-406.725
-403.198
ACO CARBONO ASTM A36

Figura 4 — Tensao axial maxima em MPa.

Na Figura 5 tem-se o resultado obtido para instabilidade elastica do cilindro em
funcdo da carga axial aplicada. O fator FREQ = 0,5676, que é a relacédo entre a
carga aplicada e a carga critica € menor que a unidade indicando que, para as
condi¢bes assumidas, o cilindro de paredes finas entra em instabilidade elastica
provocando a flambagem das paredes.
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Figura 5 — Instabilidade elastica do cilindro.

3.2.2 Material 2 — Liga de Aluminio 6061-T6

Na Figura 6 estéo representados os resultados obtidos para o deslocamento axial do
cilindro sujeito a carga axial de 3.539 kN. O valor maximo obtido é 4,521 mm versus
o resultaddo calculado igual a 4,44 mm.

NODAL SOLUTION AN
o JAN 31 2011
S 18:24:05
SUE =1
TIME=1
/EXPANDED
uz (avE) = 004521:
REYE=1
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—.0030141
-.002512|
-.00200%9]
—.DDlSD?J
-.oo1o0s|
-.502E-03)
u]
LIGA DE ALUMINIO G061-T§&

Figura 6 — Deslocamento axial maximo do cilindro em m.
Na Figura 7 estdo apresentados os resultados obtidos para a tensdo axial maxima

na superficie neutra da parede do cilindro. O valor médio é 317,4 MPa, equivale a
tensdo maxima do material de 310 MPa.
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Na Figura 8 tem-se o resultado obtido para instabilidade elastica do cilindro em
funcdo da carga axial aplicada. O fator FREQ = 0,7597, que é a relacéo entre a
carga aplicada e a carga critica € menor que a unidade indicando que, para as
condi¢bes assumidas, o cilindro de paredes finas entra em instabilidade elastica

AN

JaN 31 zZ011
18:23:30

NODAL BOLUTICN

TIME=1
/EXPANDED
4z (AVE)
MIDDLE

REve=1

DMX =.0045Z1
SMN =-329.%18
SMxX =-304.8

-329.918
-327.135
-324.353
-321.57
-318.787|
~316.004
-313.222

-310. 439

—-307.656

—304.873.

LIGA DE ALUMINIO A061-T6&

Figura 7 — Tenséo axial maxima em MPa.

provocando a flambagem das paredes.

AN

JAN 31 2011
18:zZ6:58

DISFLACEMENT

STEE=1

SUB =4
FREQ=.755713
/EXPANDED
DME =.085528

LIGA DE ALUMINIO 6G061-T6

Figura 8 — Instabilidade elastica do cilindro.

4 DISCUSSAO

Com base nos resultados obtidos é possivel verificar que a instabilidade elastica
ocorre com valores da carga critica menores em relagdo aos valores calculados, ou
seja, aproximadamente 0,57 da carga critica para o aco carbono ASTM A36 e
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0,76 da carga critica para a liga de aluminio 6061-T6. Confirmando a observacéo
feita por Timoshenko e Gere™ nos ensaios experimentais.

Os desvios apresentados entre os resultados analitico e nimerico, para as tensfes e
deslocamentos axiais, devem-se principalmente ao fato de que no modelo analitico,
parte de equacbes aproximadas, como também €& o caso do modelo numérico,
porém, este pode ser refinado tendendo ao valor mais préximo do exato de maneira
mais efetiva e com menores variacdes entre os resultados finais.

5 CONCLUSAO

Conclui-se que o modelo apresentado, pode ser utilizado como referéncia na analise
de tubos de paredes finas sujeito a uma carga simétrica de compressao axial.
Estudo de caso como tubos metélicos curtos engastados, sujeitos a variacdo de
temperatura, podem ser analisados determinando-se a carga de compresséo e se a
mesma é menor que 0,6 da carga critica, dada pela Eq.(16a).
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