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Resumo

Este trabalho se propbs a investigar o desvio tedrico associado a pratica de
minerografia quantitativa. O estudo foi realizado fazendo uso dos conceitos de
inferéncia estatistica. Foi possivel gerar um modelo estatistico que prediz o erro e
controla a margem de confianga da pratica experimental. A principio, o modelo foi
confrontado com dados reais para duas amostras de minério de ferro, e se
apresentou suficientemente funcional na elaboragdo de metodologias de contagem
com margens de erro pré-estabelecidas. Péde-se observar, por meio deste estudo,
que se a amostragem dos constituintes da lamina for aleatdria, esta tera um
comportamento normal e um desvio previsivel. Verificou-se a grande influéncia da
dimensao da amostra e das quantidades de seus constituintes na precisdo do
resultado final. Um importante resultado é a estabilizacdo do erro a medida que se
trabalham Iaminas com elevado numero de particulas.
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MINEROGRAPHY: STATISTICAL DETERMINATION OF SAMPLING ERROR

Abstract

This paper presents a study about the theoretical sampling error in the quantitative
minerography experimental procedure. This study was done applying the statistical
inference concepts. It was possible to conceive a statistical model which predicts the
experimental error and controls its standard deviation. It is noticed that this model,
compared with real data from two iron ores samples, is efficient in aim of to build a
particles count models with a previous determination of their standard deviation. It
was noticed that if the plate constituents have been randomly sampled, the sampling
procedure will presents a normal distribution and a predicted standard deviation. It
was also observed the strong effect of the sample size and of their constituents
amounts in the experimental procedure accuracy. The stabilization of standard
deviation as the number of particles increases is an important result.
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1 INTRODUCAO

Segundo Ferreira” e Herman e Lemaster” o procedimento experimental de
microscopia 6ptica quantitativa aplicada a minerais (minerografia) consiste em, de
posse de uma amostra preparada em lamina delgada ou pastilha, identificar,
inicialmente, os minerais presentes, e em seguida quantificar a fragcdo de cada um
na amostra.

A identificacdo dos minerais presentes em uma lamina €& obtida a partir da
investigacao de propriedades 6pticas dos mesmos. A quantificagcao é feita a partir da
contagem do numero de particulas ou da fragdo de cada mineral em campos
escolhidos aleatoriamente ao longo do objeto de estudo.

Uma lédmina possui, geralmente, um numero grande de particulas, o que torna
inviavel a identificacdo e quantificagdo de cada uma delas, portanto € necessario
que se realize um procedimento de amostragem, onde € identificado e registrado
apenas um determinado numero de particulas.

Considerando uma lamina de minério que apresente X fases minerais distintas e N
particulas, deseja-se, com a minerografia, quantificar a fragdo volumétrica (V) de
cada uma das fases. Se das N forem contadas apenas n particulas, de forma que n4
particulas sdo do mineral um, n, particulas do mineral dois, e assim por diante, até
nx particulas do mineral X, pode-se afirmar que esta amostra € composta por V(%)
do mineral 1, V(%) do mineral 2 e Vx(%) do mineral X, onde Vx é calculado pela
equacgo 1.9

n
V, =—=*x100 (1)
n
Seja n o numero de particulas contadas, e j 0 numero que identifica o mineral
quantificado, entdo a fracdo volumétrica do mineral j sera dada pela equagao 2.%°)

v 2
J Zinzlzijzlvi (%)

A partir das propor¢des obtidas para n particulas (amostra), pode-se entao inferir a
respeito das propor¢des para toda a lamina, agora abordada como uma populagao
de N elementos. O objetivo deste trabalho é entender até que ponto pode-se confiar
nesta amostragem, investigando qual a confianga proporcionada por ela aos
resultados quantitativos. O estudo propdée um modelo estatistico que permite
estabelecer o erro referente a este procedimento, assim como o intervalo de
confianga do mesmo, em fungdo do numero de particulas contadas (tamanho da
amostra) e da composigao mineralégica obtida pelo procedimento de amostragem.

x100 2)

2 ESTADO DA ARTE

Segundo Pitard® e Cochran et al.!” para garantir que uma amostra seja
representativa de uma populagdo, € importante que sejam verificadas duas
caracteristicas: que o valor medido seja um bom estimador e que cada um dos
elementos da populagao tenha alguma probabilidade de ser selecionado.
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Ao utilizar o valor de uma média amostral, que é o estimador da média populacional,
e, portanto o parametro a ser determinado, observa-se que cada uma das possiveis
amostras fornece um valor diferente para o mesmo. Estas estimativas nao sao iguais
devido a variabilidade presente na amostra. Segundo Cochran et al."” e Hoel et al.®

pode-se afirmar que um estimador €, neste caso a média amostral, € um estimador

nao viciado do parametro ¢, se a distribuicdo de probabilidades de € tiver sua média
igual ao valor de €. O fato de um estimador ser centrado ndo assegura que seu
valor calculado seja representativo da populagéo, dai a necessidade de se avaliar os

erros de amostragem que sdo fungdes da variancia de @,

Como mencionado, o outro critério que assegura a representatividade dos
resultados é a propria amostragem, que é garantida na quantificagcdo mineraldgica
pela forma aleatéria como é feita, garantindo que cada uma das particulas possua
alguma probabilidade de ser selecionada.

Para a validagao deste estudo, sera tomado como alicerce principal, o Teorema do
Limite Central (TLC). O TLC diz que uma vez recolhida uma amostra de dimenséo n,
provinda de uma determinada populac&o, que possua valor médio p e desvio padréo
o, a amostragem pode ser feita sem reposigao, e tera assegurada sua distribuicéo
normal.®®

Portanto, no estudo proposto, onde as observacdes amostrais sdo obtidas por
amostragem aleatéria simples sem reposicdo, a média amostral tem uma
distribuicdo centrada em # e variancia igual a dada na equacdo 3. Quando a
amostra é grande, a equacéo 3 se aproxima do valor o?/n.

_— 2 —
Var(X):G—N n
n

N—1 )

Segundo Pitard,® Hoel et al.,”® Magalhdes et al.®®» e Cochran et al.,”) pode-se
afirmar que dada uma populagdo com desvio padrao o, a forma geral do intervalo de
segurangca para o valor médio u sera, tendo em conta as propriedades da
distribuicao normal, dado pela equagao 4.

2
K7, 0_{'\' ”} 4)
S\n N-1

Onde o valor de z dependera da confianga com que se pretende construir o
intervalo.® %7

3 METODOLOGIA

Na pratica de minerografia, a populacao trabalhada é suficientemente grande. A
amostragem ¢é feita de forma aleatéria e sem reposicdo, 0 que garante a sua
representatividade. O parametro a ser estimado é a média das propor¢gdes minerais,
portanto as condigbes do TLC e de coeréncia dos estimadores e amostragem sao
satisfeitos.

Este trabalho aborda as particulas presentes em uma lamina como populagdo de
comportamento normal, com média p e desvio padrédo o, possibilitando o calculo do
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erro é;, associado ao procedimento de amostragem, para cada mineral j, por meio da
equacéo 5, onde P; € a fragdo de cada mineral na lamina.

5 - Pj(l—Pj) y
7 n

A margem de segurancga ou intervalo de confianga para cada mineral sera dado pela
equacao 6.

(N-n)
(N-1)

®)

Media; =[P, izgxej] (6)
2

Duas laminas de minério de ferro foram preparadas e quantificadas para validacao
do modelo. As laminas de minério de ferro foram denominadas Fe1 e Fe2 e
quantificadas a partir da analise de 518 e 488 particulas, respectivamente. A
quantificacdo das laminas foi feita em um microscépio 6ptico de luz polarizada Leica.
Em cada uma das laminas, foram realizadas quantificagcbes amostrando-se numeros
inferiores de particulas. A Lamina Fe1 foi quantificada cinco vezes, com a analise de
78, 156, 244, 334 e 422 particulas. A lamina Fe2 foi quantificada quatro vezes, com
a analise de 106, 205, 306 e 402 particulas. Para cada amostragem foi calculado o
desvio da média (desvios reais) em relagdo a composi¢gdo mineralogica real das
laminas.
Simulando a equacédo 5 em um software matematico foi possivel calcular o erro, em
valor absoluto, associado a média das proporcdes de cada mineral, assim como, por
meio da equacéo 6, o intervalo de seguranga de cada um deles.
Os erros obtidos experimentalmente (desvios das médias) e os intervalos de
confianga, obtidos por meio do modelo tedrico, foram comparados de forma que o
parametro de validacdo passou a ser z, que esta relacionado a confianca do
intervalo determinado pelo modelo.
Para validacdo do modelo, demonstrou-se que para z=1,645, relativo a uma
confianga minima de 90% segundo Cochran et al.,”) mais de 90% das médias
estimadas estavam dentro do intervalo de erro previsto pelo modelo. Demonstrou-se
que para z=1,960, relativo a uma confianga minima de 95% segundo Cochran et
al.,”” mais de 95% das médias estimadas estavam dentro do intervalo de erro
previsto pelo modelo. A Tabela 1 traz as composigdes mineraldgicas reais das
laminas Fe1 e Fe2.

Tabela 1 — Composicdo Mineraldgica das laminas de minério de ferro Fe1l e Fe2 a partir da
quantificacao de 518 e 488 particulas respectivamente. (H.T. — Hematita Tabular/ H.M. — Hematita
Microcristalina/ H.L. — Hematita Lobular/Mart. — Martita/Mag. — Magnetita/G.M. — Goethita/G.T. —
Goethita Terrosa)

Mineral HT. | HM. | H.L. Mart. Mag. | G.M. | G.T. | Quartzo Silex | Outros
(%) [ (%) | (%) | (%) (%) | (%) | (%) (%) (%) (%)

Fe1 3,67 | 61,97 | 18,73 0,58 | 097 | 985| 097 0,39 0,97 1,90

Fe2 205] 1721 ] 3197 | 1045| 6,35| 21,52 | 0,61 3,07 0,61 6,16
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Determinacdo dos Desvios Reais (Desvios das médias)

e LaminaFel

Foram feitas cinco amostragens distintas na Iamina Fe1, de tamanhos 78, 156, 244,
334 e 422 particulas. A Tabela 2 nos fornece o valor dos erros obtidos em cada

caso.

Tabela 2 — Erros experimentais em relacdo & composicdo mineraldgica da lamina Fel.

H.T. H.M. H.L. Mart. Mag. G.M. G.T. Quartzo Silex Outros | Particulas
(%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) Contadas
1,10 2,99 0,78 0,70 1,60 2,15 2,88 0,90 0,31 0,63 78
1,74 1,49 0,78 0,06 0,32 1,51 1,60 0,25 0,31 0,01 156
0,430 0,74 1,10 0,65 0,15 1,23 0,67 0,02 0,15 0,12 244
0,22 0,59 0,44 0,32 0,23 0,86 0,53 0,09 0,07 0,13 334
0,36 0,12 0,01 0,13 0,22 0,84 0,22 0,09 0,02 0,03 422
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 518

e LaminaFe2

Foram feitas quatro amostragens distintas na lamina Fe2, de tamanhos 106, 205,

306 e 402 particulas. A Tabela 3 nos fornece o valor absoluto dos erros obtidos em

cada caso.

Tabela 3 — Erros experimentais em relacdo & composicdo mineraldgica da lamina Fe2.
H.T. H.M. H.L. Mart. Mag. G.M. G.T. Quartzo Silex Outros | Particulas
(%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) Contadas
0,78 0,71 2,94 1,96 0,69 0,76 0,33 1,19 0,33 0,49 106
0,39 0,35 0,72 0,21 1,47 2,39 0,13 1,61 0,13 0,29 205
0,09 0,22 2,23 1,97 0,14 1,69 0,04 0,79 0,04 0,27 306
0,31 0,95 0,62 0,25 0,12 1,37 0,12 1,33 0,12 0,18 402
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 488

4.2 Determinacdo Teorica do Intervalo de Confianca

Por meio da equagao 5, para cada lamina, foi possivel gerar curvas dos intervalos
de confianga, na determinacdo de cada fracdo mineral, em fungcdo do numero de
particulas analisadas.

As Figuras 1 e 2 s&o as curvas de intervalo de confianga calculadas para as laminas
Fe1 e Fe2 respectivamente, com confianga minima de 90%.
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Figura 1 — Curva tedrica do intervalo de confianga, por mineral presente na lamina Fe1, em fungéo do
tamanho da amostra (z=1,645).

Pode-se afirmar que para o modelo ser validado, pelo menos 90% dos erros
experimentais apresentados nas Tabelas 2 e 3 devem estar abaixo dos valores
calculados pelo modelo, indicando que pelo menos 90% das médias consta no
intervalo de confianca estabelecido pelo modelo.
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Figura 2 — Curva tedrica do intervalo de confianga, por mineral presente na lamina Fe2, em fungéo do
tamanho da amostra (z=1,645).

As Tabelas 5 e 6 deixam explicitos os intervalos de confianca (produto z.e;), por
mineral, geradas pelo modelo para as laminas Fe1 e Fe2 respectivamente.

Tabela 5 — Intervalos de confianca,
intervalo de confianga de 90%

referente a Fe1, calculada pelo modelo proposto para um

H.T. H.M. H.L. Mart. Mag. | G.M. G.T. Quartzo Silex Outros Particulas
(%) | %) | (&%) (%) %) | (%) | (%) (%) (%) (%) Contadas
3,23 8,34 6,70 1,30 1,68 5,12 1,68 1,06 1,68 2,36 78
2,07 5,35 4,30 0,84 1,08 3,28 1,08 0,68 1,08 1,52 156
1,44 3,72 2,99 0,58 0,75 2,28 0,75 0,48 0,75 1,05 244
1,01 2,61 2,09 0,41 0,53 1,60 0,53 0,33 0,53 0,74 334
0,65 1,68 1,35 0,26 0,34 1,03 0,34 0,21 0,34 0,47 422

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 518

Tabela 6 — Intervalos de confianca, referente a Fe2,

intervalo de confianga de 90%

calculada pelo modelo proposto para um

H.T. H.M. H.L. Mart. Mag. | G.M. G.T. Quartzo Silex Outros Particulas

(%) | (%) | (%) (%) %) | (%) | (%) (%) (%) (%) Contadas
2,00 5,34 6,60 4,33 3,45 5,82 1,11 2,44 1,11 3,40 106
1,24 3,31 4,08 2,68 2,14 3,60 0,68 1,51 0,68 2,10 205
0,81 2,17 2,68 1,76 1,40 2,36 0,45 0,99 0,45 1,38 306
0,49 1,30 1,61 1,05 0,84 1,42 0,27 0,60 0,27 0,83 402
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 488
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Pobde-se observar que para as laminas Fel e Fe2 apenas 4 e 3 amostras,
respectivamente, ndo tinham suas médias dentro do limite de seguranga previsto, o
que significa que 93,3% e 94% das médias, obtidas experimentalmente nas laminas
Fe1 e Fe2 respectivamente, estavam dentro do intervalo tedrico, o que era previsto
pelo modelo, uma vez que o valor de z utilizado previa uma confianga minima de
90%.

Determinaram-se também os intervalos de confianga para as laminas Fe1 e Fe2
com confianga minima de 95%. As tabelas 7 e 8 deixam explicitas as faixas limites
de erro por mineral, geradas pelo modelo, para as laminas Fel e Fe2
respectivamente, com confianga de 95% (z=1,960).

Tabela 7 — Margem de seguranca, referente a Fe1, calculada pelo modelo proposto para um intervalo
de confianga de 95%

e
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H.T. H.M. H.L. Mart. Mag. | G.M. G.T. Quartzo Silex Outros Particulas
(%) | (%) | (%) (x%) (%) | (%) | (%) (x%) (x%) (%) Contadas
3,85 9,94 7,99 1,55 2,00 6,10 2,00 1,27 2,00 2,82 78
2,47 6,37 5,12 1,00 1,28 3,91 1,28 0,81 1,28 1,81 156
1,72 4,43 3,56 0,69 0,89 2,72 0,89 0,57 0,89 1,26 244
1,20 3,11 2,50 0,49 0,63 1,91 0,63 0,40 0,63 0,88 334
0,77 2,00 1,60 0,31 0,40 1,22 0,40 0,25 0,40 0,57 422
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 518
Tabela 8 — Margem de seguranga, referente a Fe2, calculada pelo modelo proposto para um intervalo
de confianga de 95%
H.T. H.M. H.L. Mart. Mag. | G.M. G.T. Quartzo Silex Outros Particulas
(%) | (%) | (%) (x%) (%) | (%) | (%) (x%) (%) (%) Contadas
2,39 6,36 7,86 5,16 4,11 6,93 1,32 2,91 1,32 4,05 106
1,48 3,94 4,87 3,19 2,55 4,29 0,82 1,80 0,82 2,51 205
0,97 2,59 3,19 2,10 1,67 2,81 0,54 1,18 0,54 1,65 306
0,58 1,55 1,92 1,26 1,00 1,69 0,32 0,71 0,32 0,99 402
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 488

Pbde-se observar que para as laminas Fel e Fe2 apenas 2 e 1 amostras,
respectivamente, ndo estavam dentro do limite de seguranga previsto, o que
significa que 96,7% e 98% das médias, obtidas experimentalmente nas laminas Fe1
e Fe2 respectivamente, estavam dentro do intervalo tedrico, o que era previsto pelo
modelo, uma vez que o valor de z utilizado previa uma confianga minima de 95%.

E nitida a tendéncia de que com o aumento do tamanho da amostra os intervalos de
confianga se tornam mais estreitos, o que também pode ser verificado nas
Tabelas 2 e 3 com os desvios das médias experimentais nas laminas Fel e Fe2
respectivamente.

A faixa granulométrica da amostra quantificada ira influenciar indiretamente no
intervalo de seguranca ou erro, uma vez que quanto menor o tamanho médio das
particulas, maior serd o tamanho da populagdo (N), fator que é levado em
consideragao neste modelo.

Afirma-se entdo que, uma vez definida a confianga desejada, o modelo proposto é
extremamente funcional na determinagcdo do intervalo de seguranga de qualquer
procedimento de amostragem em minerografia quantitativa.
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5 CONCLUSOES

Uma vez que as amostragens para o procedimento de minerografia sejam
aleatérias e sem reposigao, que a populagdo de uma ldmina composta por j
minerais apresente medias ; e desvios padréo oj, e tenha assim assegurada a
sua distribuicdo normal, pode-se concluir que qualquer amostra de dimens&o n
tera valores médios ; e desvio padréo oj/(n)"2

Uma vez satisfeitas as condi¢cbes do TLC, se a dimensdo n das amostras for
suficientemente grande (n=30), pode-se utilizar a distribuicdo normal para calcular
quaisquer probabilidades referentes ao estimador média das proporgdes.

A dimensao da amostra interfere diretamente no erro associado ao procedimento
amostral. Em geral, quanto menor a amostra, maior o erro agregado.

A proporcao de cada mineral na lamina influencia diretamente o erro do
procedimento de amostragem, onde quanto maior a fragdo volumétrica do
mineral, maior o erro absoluto, quanto menor a fracdo volumétrica, menor o erro
absoluto, porém menor sera também a confiabilidade do resultado.

Fazendo uso do modelo proposto neste trabalho, € possivel determinar o erro ou
intervalo de confianga para cada mineral quando quantificado pelo procedimento
de minerografia.

O modelo proposto se mostra eficiente no planejamento experimental de
minerografia quantitativa aplicada a minérios de ferro, pois permite calcular um
numero minimo de amostragens que garanta uma margem de segurancga
desejada.
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